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Aufgabe 48:

(a) Es gilt

eiϕ−eiψ = ei
ϕ+ψ
2 ·
(
eiϕ−

ϕ+ψ
2 − eiψ−

ϕ+ψ
2

)
= ei

ϕ+ψ
2 ·
(
ei
ϕ−ψ

2 − e−i
ϕ−ψ

2

)
= 2iei

ϕ+ψ
2 ·sin

(
ϕ− ψ

2

)
.

Deshalb ist tatsächlich
∣∣eiϕ − eiψ∣∣ =

∣∣∣2eiϕ+ψ2 · sin(ϕ−ψ2 )∣∣∣ = 2
∣∣∣sin(ϕ−ψ2 )∣∣∣.

(b) Die n-ten Einheitswurzeln sind durch

wn := w0 := 1 = ei
2π
n
·0, w1 := ei

2π
n
·1, . . . , wn−1 := ei

2π
n
·(n−1)

gegeben. Nach Teilaufgabe (a) gilt

|wk+1 − wk| =
∣∣∣ei 2πn ·(k+1) − ei

2π
n
·k
∣∣∣ = 2

∣∣∣sin(π
n

)∣∣∣
für alle k ∈ {0, . . . , n− 1}. Also bilden wk mit k ∈ {0, . . . , n− 1} ein reguläres n-Eck vom
Umfang

Ln = |wn−1 − w0|+
n−2∑
k=0

|wk+1 − wk| = 2n sin
(π
n

)
.

Abbildung 1: Sechste Einheitswurzeln

(c) Es gilt

lim
n→∞

Ln = lim
n→∞

2n sin
(π
n

)
= lim

n→∞
2π

sin
(
π
n

)
π
n

= lim
x→0

2π
sin(x)

x
= 2π.
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(d) Das Ergebnis lässt sich wie folgt verstehen: Das von den wk (k ∈ {0, . . . , n1}) aufgespannte
reguläre n-Eck approximiert immer besser den Einheitskreis S1 ⊆ C. Der Umfang der
Rechtecke approximiert den Umfang der S1. Eine Skizze für n = 6 ist in der Abbildung (1)
zu finden.

�

Aufgabe 49:

(a) Wir definieren die Funktion in x = 0 als f(0) = limx→0+ f(x) = 0. Das Definition des Limes
ist

∀ε > 0∃δ > 0∀x > 0 : |x− 0| < δ ⇒ |f(x)− f(0)| < ε .

Das ist äquivalent zum Stetigkeit von Funktion f in x = 0.

(b) Wir definieren die Funktion in x = 0 als f(0) = limx→0+ f(x) = 1
3 . Das Definition des

Limes ist
∀ε > 0∃δ > 0∀x > 0 : |x− 0| < δ ⇒ |f(x)− f(0)| < ε .

Das ist äquivalent zum Stetigkeit von Funktion f in x = 0.

�

Aufgabe 50:

(a) Wir müssen beweisen, dass ∀ε > 0∃δ > 0∀x, y ∈ R : |x − y| < δ ⇒ ||x| − |y|| < ε. Wir
zeigen, dass Absolutbetrag stetig für x ∈ [0,∞) und x ∈ (−∞, 0] ist. Für x ∈ [0,∞) und
x ∈ (−∞, 0] ist Absolutbetrag stetig, weil ||x| − |y|| ≤ |x− y| gilt. Dann ist Absolutbetrag
stetig für x ∈ R.

(b) Komposition von zwei stetigen Funktionen ist stetig.

�

Aufgabe 51: Wir müssen beweisen, dass f(x) in x = 0 stetig ist. Wir haben die Ungleichung

|x2 + 4x| < ε . (1)

Das Funktion x2 + 4x ist negativ für x ∈ (−4, 0), weil x2 + 4x = 0 für x = 0 und x = −4. Dann
können wir die Ungleichung (1) schreiben als

x2 + 4x+ ε > 0 , x ∈ (−4, 0) ,

x2 + 4x− ε < 0 , x ∈ R \ (−4, 0) .

Die erste Ungleichung ist wahr, wenn x ∈ R \
[
−2−

√
4− ε,−2 +

√
4− ε

]
und die andere

Ungleichung ist wahr, wenn x ∈
(
−2−

√
4 + ε,−2 +

√
4 + ε

)
. Zusammen haben wir, dass die

Ungleichung (1) wahr für x ∈ (−2 +
√

4− ε,−2 +
√

4 + ε) ist. Wir definieren δ := min{| − 2 +

2



√
4− ε|, | − 2 +

√
4 + ε|} = −2 +

√
4 + ε, weil

| − 2 +
√

4− ε| > | − 2 +
√

4 + ε| ,
2−
√

4− ε > −2 +
√

4 + ε ,

4 >
√

4 + ε+
√

4− ε ,
4(
√

4 + ε−
√

4− ε) > (
√

4 + ε+
√

4− ε)(
√

4 + ε−
√

4− ε) ,
4(
√

4 + ε−
√

4− ε) > 2ε ,
√

4 + ε >
ε

2
+
√

4− ε ,

4 + ε >
( ε

2
+
√

4− ε
)2

,

4 + ε >
ε2

4
+ 4− ε+ ε

√
4− ε ,

2ε >
ε2

4
+ ε
√

4− ε ,

2 >
ε

4
+
√

4− ε ,

2− ε

4
>
√

4− ε ,

4− ε+
ε2

16
> 4− ε ,

ε2

16
> 0 ,

wo wir 0 < ε < 4 benutzt haben. �

Aufgabe 52:
Wir definieren die stetige Funktion F (x) = f(x)− g(x). Dann müssen wir zeigen, dass c ∈ [a, b]
existiert so, dass F (c) = 0 aber dass das Zwischenwertsatz gibt. �

Aufgabe 53:

(i) Wir benutzen, dass sin(2x) = 2 sinx cosx und 1 = sin2 x+ cos2 x. Dann haben wir

sin(2x) = 2 sinx cosx =
2 sinx cosx

1
=

2 sinx cosx

sin2 x+ cos2 x

=
1

cos2 x
1

cos2 x

2 sinx cosx

sin2 x+ cos2 x
=

2 sinx
cosx

1 +
(

sin2 x
cos2 x

) =
2 tanx

1 + tan2 x
.

(ii) Wir benutzen, dass cos(2x) = cos2 x− sin2 x und 1 = sin2 x+ cos2 x. Dann haben wir

cos(2x) = cos2 x− sin2 x =
cos2 x− sin2 x

1
=

cos2 x− sin2 x

sin2 x+ cos2 x

=
1

cos2 x
1

cos2 x

cos2 x− sin2 x

sin2 x+ cos2 x
=

1−
(

sin2 x
cos2 x

)
1 +

(
sin2 x
cos2 x

) =
1− tan2 x

1 + tan2 x
.
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Aufgabe 54:
Wir benutzen, dass sinx = eix−e−ix

2i und cosx = eix+e−ix

2 . Wir wissen auch, dass sinx =

− sin(−x) und cosx = cos(−x), weil eix−e−ix
2i = − e−ix−eix

2i und eix+e−ix

2 = e−ix+eix

2 gelten.

(i) sinx cos y + cosx sin y = eix−e−ix
2i

eiy+e−iy

2 + eix+e−ix

2
eiy−e−iy

2i = 1
4i(2e

i(x+y) − 2e−i(x+y)) =
sin(x+ y)

(ii) sinx cos y − cosx sin y = sinx cos(−y) + cosx sin(−y) = sin(x− y)

(iii) cosx cos y − sinx sin y = eix+e−ix

2
eiy+e−iy

2 − eix−e−ix
2i

eiy−e−iy
2i = 1

4 [(eix + e−ix)(eiy + e−iy) +

(eix − e−ix)(eiy − e−iy)] = 2ei(x+y)+2e−i(x+y)

4 = ei(x+y)+e−i(x+y)

2 = cos(x+ y)

(iv) cosx cos y + sinx sin y = cosx cos(−y)− sinx sin(−y) = cos(x− y)

(v) sin(2x) = sin(x+ x) = sinx cosx+ cosx sinx = 2 sinx cosx

(vi) cos(2x) = cos(x+ x) = cosx cosx− sinx sinx = cos2 x− sin2 x

(vii) Wir zeigen die äquivalente Gleichung, d.h., 2 sin2
(
x
2

)
= 1− cosx.

1 − cos(x) = 1 −
[
cos2

(
x
2

)
− sin2

(
x
2

)]
=
[
cos2

(
x
2

)
+ sin2

(
x
2

)]
− cos2

(
x
2

)
+ sin2

(
x
2

)
=

2 sin2
(
x
2

)
(viii) Wir zeigen die äquivalente Gleichung, d.h., 2 cos2

(
x
2

)
= 1 + cosx.

1 + cos(x) = 1 +
[
cos2

(
x
2

)
− sin2

(
x
2

)]
=
[
cos2

(
x
2

)
+ sin2

(
x
2

)]
+ cos2

(
x
2

)
− sin2

(
x
2

)
=

2 cos2
(
x
2

)
(ix)

∣∣tan
(
x
2

)∣∣ =

∣∣∣∣ sin(x2 )
cos(x2 )

∣∣∣∣ =
|sin(x2 )|
|cos(x2 )| =

√
1−cos x

2√
1+cos x

2

=

√
1−cos x

2
1+cos x

2

=
√

1−cosx
1+cosx

(x) Wir definieren a := x+y
2 und b := x−y

2 . Dann
sinx + sin y = sin(a + b) + sin(a − b) = sin a cos b + cos a sin b + sin a cos b − cos a sin b =
2 sin a cos b = 2 sin

(x+y
2

)
cos
(x−y

2

)
(xi) sinx− sin y = sinx+ sin(−y) = 2 sin

(x−y
2

)
cos
(x+y

2

)
(xii) Wir definieren a := x+y

2 und b := x−y
2 . Dann

cosx+cos y = cos(a+b)+cos(a−b) = (cos a cos b− sin a sin b)+(cos a cos b+ sin a sin b) =
2 cos a cos b = 2 cos

(x+y
2

)
cos
(x−y

2

)
(xiii) Wir definieren a := x+y

2 und b := x−y
2 . Dann

cosx−cos y = cos(a+b)−cos(a−b) = (cos a cos b− sin a sin b)−(cos a cos b+ sin a sin b) =
−2 sin a sin b = −2 sin

(x+y
2

)
sin
(x−y

2

)
(xiv) Wir benutzen, dass sinhx = ex−e−x

2 und coshx = ex+e−x

2 .

(sinhx+ coshx)n =
(
ex−e−x

2 + ex+e−x

2

)n
= (ex)n = enx = enx

2 + enx

2

enx

2 + enx

2 = enx

2 + e−nx

2 − e−nx

2 + enx

2 = sinh(nx) + cosh(nx)
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