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10. Übungsblatt

Aufgabe 55:

(a) Sei f : (0, 1)→ R eine gleichmäßige stetige Funktion. Zeigen Sie, dass f beschränkt ist.

(b) Sei f : (0, 1) → R eine stetige Funktion. Finden Sie ein Beispiel so, dass f unbeschränkt
ist.

(c) Sei I abgeschlossenes Interval und sei f : I → R stetige Funktion. Beweisen Sie, dass das
Bild f(I) ein abgeschlossenes Interval ist.
Hinweis: Existieren ein Maximum und Minimum des Bildes I unter f?

Aufgabe 56:
Zeigen Sie die folgende:

(a) (c)′ = 0 mit c ∈ C,

(b) (xn)′ = nxn−1 mit n ∈ N0,

(c) (x−n)′ = −nx−(n+1) mit n ∈ N,

(d) (exp(cx))′ = c exp(cx) mit c ∈ C,

(e) (sinx)′ = cosx,

(f) (cosx)′ = − sinx,

(g) (tanx)′ = 1
cos2 x

,

(h) (cotx)′ = − 1
sin2 x

,

(i) (sinhx)′ = coshx,

(j) (coshx)′ = sinhx,

Aufgabe 57:
Seien f, g : R → C differenzierbare Funktionen mit f(x0) = g(x0) = 0 und g′(x0) 6= 0. Dann
gilt

lim
x→x0,x 6=x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
=
f ′(x0)

g′(x0)
.

Aufgabe 58:
Seien f, g : R→ C differenzierbare Funktionen. Beweisen Sie die folgende Gleichungen

(a) (αf(x) + βg(x))′ = αf ′(x) + βg′(x) mit α, β ∈ C,

(b) (f(x)g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x),

(c)
(
f(x)
g(x)

)′
= f ′(x)

g(x) −
f(x)g′(x)
g2(x)

= f ′(x)g(x)−f(x)g′(x)
g2(x)

mit g(x) 6= 0.
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Aufgabe 59:
Untersuchen Sie

(i) die Funktionenfolge (fn) mit fn : R → R und fn(x) = nx2

1+n2x4 für alle x ∈ R und alle
n ∈ N,

(ii) die Funktionenfolge (fn) mit fn : R → R und fn(x) = nx
1+nx für alle x ∈ R+

0 und alle
n ∈ N,

(iii) die Funktionenfolge (fn) mit fn : R → R und fn(x) = n2x
1+n5x2 für alle x ∈ R und alle

n ∈ N,
(iv) die Funktionenreihe

∑∞
n=0 gn mit gn : R→ R und gn(x) = e−n(1+x+x2) für alle x ∈ R und

alle n ∈ N0,
(v) die Funktionenreihe

∑∞
n=0 gn mit gn : (−1, 1] → R und gn(x) = xn(1 − x) für alle x ∈

(−1, 1] und alle n ∈ N,
(vi) die Funktionenfolge (hn) mit hn : [a, 1] → R hn(x) =

n
√
n2x für alle x ∈ [a, 1] und alle

n ∈ N, wobei 0 ≤ a < 1 fest ist,

auf punktweise und gleichmäßige Konvergenz.

Aufgabe 60:
Bestimmen Sie jeweils eine Konstante y0 so, dass die Funktion f : D → R auf ihrem ganzen
Definitionsbereich D stetig ist.

(i) D = [0, 1], f(x) =

{
1

x−1 + 3
(x2−4)(x−1) für x ∈ D \ {1} ,

y0 für x = 1.

(ii) D = (0,∞), f(x) =

{
xr−1
x−1 für x ∈ D \ {1} ,
y0 für x = 1,

für ein festes r ∈ Q.

(iii) D = [0, π], f(x) =

{
x sin(x)
cos(x)−1 für x ∈ D \ {0} ,
y0 für x = 0.

Wir wünschen Ihnen erholsame Weihnachtsfeiertage und ein gutes neues
Jahr 2018!

Hinweis: In der großen Saalübung werden voraussichtlich die Aufgabe 55, 56 und 57 bespro-
chen. Die restlichen Aufgaben werden in den Tutorien behandelt.
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