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Aufgabe 55:

(a) Wir beweisen diese Ausage mit Widerspruch. Sei f : (0,1) — R unbeschrénkt und gleichmé8ig
stetig. Dann existiert (), so, dass | f(x,)| — oo als n — oo und 3(zp, )k, Tn, — o € [0, 1].
Die Funktion f ist gleichméBig stetig, d.h.

Ve > 0Vy € (0,1)30 > OV : |z —y| < d = |f(x) — f(y)| <e.

Wir nehmen € = 1, z = z,, und y € (0,1) so, dass |xg—y| < g und | f(y)| < oo gelten. Dann
|f(zn) — f(y)] < 1 wenn |z, —z0| < § weil |2, —y| = |zn — 20+ 70 —y| < §+ 5 < fiir fast

alle n aber |f(zn)| = [f(zn) = f(y) + f(W)| < |f(2n)] = [f(2n) = FW) +[f W) <1+ ]f(y)]

und es ist widerspruch mit |f(x,)| — oo als n — occ.

(b) Wir nehmen die Funktion f(z) = % Es ist stetig im y € (0,1), weil Ve > OVz € (0,1) :

l %’ < € aber lim,_,q % = 00.

[z —yl < -

1+ey

(c) Aus Vorlesung wissen wir, dass das Maximum A und Minimum m des Bildes I unter f
existiert, d.h. Ja,b € I : f(a) = m, f(b) = M. Entweder m = M gilt oder M > m.
Wenn m = M, dann ist f eine konstante Funktion und wir sind fertig. Wenn M > m
gilt, dann nehmen wir Neues Interval J = [min{a, b}, max{a,b}| C I und wir zeigen, dass
VA € (m,M)3x € J: f(x) = X existiert. Wir benutzen die Aufgabe 52 mit g(z) = A. Andere
Moglichkeit ist die Funktion g(z) = f(x) — A zu definieren und das Zwischenwertsatz mit
g(x) zu benutzen.

Aufgabe 56:

Wir schreiben den Definition des Derivation zum jeden Teil als

: c—c __ 13 0o _
(a) hm:c—)aco T—z0 hmx—)aco T—z0 0,

T —gh . (z—z0) Xy 2™ ), 14 3§ n—1 _n—1 _
(b) hmm_mO ﬁ = hmx_mo = o0 = limy 4, Z] o Lgn— Ta) = Ej 0T =

. Gl 1 n—1-j I S
(€) limyyay 0"~ fimy L, 8 —fimy L, SO0 e gy Kot el
T=T0  g—mo T=T0 "z T—T0 (z—wo)z"al T—T0 Thag =
n—1_mn—1 n—1
i=0%  _ _ % _ —n—1
— = = N = .
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(d) Aus dem Vorlesung haben wir ’exp(z) -y 03| < 2(|N+1),, V|z| <1+ 4 und VN € N.
Es gilt exp(cz) — 1 — cx| < |cz|? und auch [P 3: eXp(im) L_¢| < |c)?|z| als
z — 0 und deshalb haben wir lim,_,q % =c.
lim,_. eXp(C(z0+EZ)_eXP(Cwo) = exp(crp) lime_o M = cexp(cxp).

(e) Wir zeigen dieses Gleichung zusammen mit (f).

(f) Wir koénnen i(cos(z) + isin(x)) = iexp(ix) = ddx exp(iz) = < cos(z) +i-L sin(x) schreiben
=1 i2

deshalb haben wir i cos(z) = i-L sin(z) und - cos(z) = i%sin(x).

i ! i " cos(z)—(sin(x) cos(x))’
(g) (tanz) = (Sm(m)) _ (sin())" cos(x)—(sin(w) cos(x))’ _ _1

cos(x) cos?(x) T cos?z”
! sin(z) cos(x))' —(sin(z))’ cos(x
(1) (cota) = (Gnsy) = LeienlapEpeenle) - —

/
() (sinhoy = (SpEmeton) _ eolients _ oo,

!/
(j) (coshz) = (eXp(z)geXp(*x)) = eXP("”)*;Xp(f’”) = sinh z.

g

Aufgabe 57:
Wir benutzen lineare Approximation von f(z) im Punkt xq als f(zo+€) = f(zo)+e€f (z0)+o0(€).
Dann haben wir

f@) _ o flwo) +ef(@o) +ole) . flao) + %0 flao) L f(@)

UAST = i = B
vomoarn g(@) e g(xo) +eg'(w0) T 0(6) 20 gi(mo) + 4D ¢(z0) a0 ¢(x)

WO@—)O&ISE—)O.D

Aufgabe 58:

(a) Wir schreiben den Definition des Derivation von h(z) = af(z) + Sg(x) als

h(zx + €) = h(z) af(z+e) + Bg(x +¢) —af(z) - By(x)

= lim

lim

e—0 € e—0 €
g LEHD I gy 9l ) —gle)
= af'(z) + By (x) .



(b) Wir schreiben den Definition des Derivation von h(z) = f(z)g(z) als

h(z + €) — h(z) flx+e)gla+e) - fl)g(x)

lim = lim
e—0 € e—0 €
o FE+ gla+ 0 = f@glo+ o)+ F@gle+e) — F@)g(w)
e—0 €
o . flz+e) = flz) . gz +e) —g)
B A A L R

ot [0 @)

e—0 € e—0 €

= f'(x)g(x) + f(x)g'(z).

(c) Wir schreiben den Definition des Derivation von h(z) = [@) a1

flzte) _ f(=)

iy Mt e) = h(z) et o)
e—0 € e—0 €

fa+) _ @) o f@) _ @)
9

iy 9@ 9@t T glatd ~ g@)
e—0 €
1 = 5@ " 3w
- i g iy T ¢ o g 2
. B sla)—g(a+e)
- syt i ST
_ @) f@,. 1 g(@te) —g(z)
o g(x) g(x) =0 g(x + €) e—0 €
_f'@) f@)g(@) _ fa)g(@) - f(@)g'(z)
g() g2(x) g(z)

Aufgabe 59:

(i) Sei x € R fest. Fiir z = 0 ist f,(x) = 0 fiir alle n € N und deshalb lim,_,~ f,(x) = 0. Ist
x # 0, so gilt

nx2

1+ n2zd

7’L$2 nac2

e < = —
1+ n2zt — n22x%t  na?

ule)l =

—0 (n — o0).
Also ist f,, — 0 punktweise fiir n — oo.

Sei f(y) = # fiir alle y € R. Wir beobachten, dass f,(z) = f(nz?) fiir alle n € N und
— 1

x € R gilt. Definiere z,, = Tn fiir alle n € N. Es gilt

[fnlloe =

nxt
u =
xeﬁ 1+ n2zt = 14 n2z}

Also || fullo, 7 0, die Konvergenz f,, — 0 ist also nicht gleichméaBig.



(i)

(iii)

Sei z € Rg fest. Fiir z = 0 ist f,,(z) = 0 fiir alle n € N und deshalb lim,,_,~ fn(z) = 0.
Ist x > 0, so gilt

nx
1+ nx

1
- —0 (n — o0).

o) = | ] = e =1

Also ist f, — 1 punktweise fiir z > 0, n — oo.

Wir haben, dass f, punktweise nach f (0) 0 und f(z) = 1, z > 0 konvergiert. Sei
0 <z < 1. Dann gilt f, (l) = % und f( ) 1 und deshalb

n

() -1 (3)] < w0 1@ = 1 @ =

xGRar

Also || fn = fllo 7 0, die Konvergenz f, — f ist also nicht gleichméBig.

Betrachte zunichst F(y) = ﬁ fiir alle y € R. Wegen 0 < (1—|y[)2 =1 —2]|y| +¢?, gilt
142

[F(y)| = 1&@2 < E = 1 fiir alle y € R. Wegen

?7,2.%'

1+ ndz?

_ L
~n

fir alle z € R, konvergiert f, gleichméfig gegen 0 fiir n — oc.

[l =

Fiir alle x € R gilt

Da die geometrische Reihe

> 1

konvergent ist und wegen

(Ve)’

ist die Funktionenreihe Y > g, gleichméBig konvergent.

n 1\
|gn(z)| = e P0FeHE) < o= = ( > VneN, Vr € R

Sei = 1. Dann ist g, (z) = 0 fiir alle n € N und deswegen ist > ", gn(z) = 0. Ist < 1,
so ist |z| < 1 und die geometrische Reihe » 2™ ist (absolut) konvergent. Deshalb gilt

o0 o0 . 1_
nz:%gn(x):nz:%x l-2)=(1-2 Za: 17i—1.

Damit konvergiert > > g, punktweise gegen g, wobei

0 firz=1,
g(fﬂ)Z{

1 sonst.

Weil g nicht stetig bei 1 ist, kann die Konvergenz nicht gleichméfig sein.



(vi) Sei zunéchst 0 < a < 1 und z € [a, 1] fest. Dann gilt
hnp(z) = Vn2z — 1 (n — 00).
Also ist h,, — 1 punktweise fiir n — oo.

Da fiir alle z € [a, 1]

| () — 1] Vn2x — 1‘ = n?a —1
< 2q —I-‘Vnn2 2 Y n2e — Vn2a+1— VnZa—1
< Vn?2—-+Vnfa+1—Vnl2a=:1a, —0

fiir n — oo, ist die Funktionenfolge h,, gleichméflig konvergent.

Sei nun a = 0. Fiir z = 0 gilt h,(x) = 0 fiir alle n € N und deshalb lim,,_, o hy,(z) = 0. Fiir
x # 0 gilt, mit der gleichen Rechnung wie oben, lim,,_,~ hy(z) = 1. Deshalb konvergiert
(hn)nen punktweise gegen h, wobei

0 fallsz=0
h(z) = alls x
1 sonst
fiir alle x € [0,1]. Weil h nicht stetig bei 0 ist, kann die Konvergenz nicht gleichméBig
sein.
g
Aufgabe 60:

(i) Da fin allen z € D\ {1} stetig ist, reicht es f(1) = yp so zu wéhlen, dass lim,_,; f(z) = yo
gilt. Fir alle z € D\ {1} gilt

) = L, 3 1 L3 1 (@ —4)+3
Corz—-1 (@2 -4)(x-1) =x-1 (22 —4)) -1 (22-4)
1 -1 1 (@-1(x+1) =z+1
oz—1 (22—-4) z-1 (22 —4) (22 —4)
Folglich muss yo := lim, 1 f(z) = lim, ﬁ = -z gewahlt werden.

(ii) Seir =2 € Qmit p € Z und ¢ € N. Da f in allen z € D \ {1} stetig ist, reicht es
f(1) = yo so zu wihlen, dass lim,_1 f(z) = yo gilt. Wir behandeln zunichst den Fall
r >0 (& p e Ny Sei 2 € D\ {1}. Definiere y := z. Dann gilt mit der dritten
binomischen Formel

et ek O Ul N Rl VD Dyt VT O Y T
=1yt Myt (y 1) vt

fz) =

Folglich muss

p—l qu

Y,

q



(iii)

gewahlt werden.

Ist r <0 (& p:=—p e N), so gilt

1 _ _
fay = T AT At R R 1 P10 1 Y0 éyk
xTr) = = = = — - = —— = ——

z—1 \11/5‘1_1 yl — 19 P y4 — 149 yP yq— 14 yP Z:

Folglich muss auch in diesem Fall

k p—1
. . 1 vz (|
yo := lim f(z) = lim — 5 Zk 0 k:—zgj? ===
z—1 z—1 \/‘ Zk oV Zk:o 1

Q3

gewahlt werden.

Da f in allen z € D\ {0} stetig ist, reicht es f(0) = yp so zu wihlen, dass lim,_,o f(z) = yo
gilt. Fiir alle z € D \ {0} gilt
1 n
() B x sin(z) B xZn 0 2n+1 'x2n+1 B ZZO 0 (én+)1) etz
= ~ - =
cos(xz) —1 %, ((Qn))' 22 1 D ((Qn))' 22n
(=D" 2n+2 2 =) 2 (=" 2
Index-Shift Z'?LOZO (2n+1)!x n+ . Zn 0 2n+1 " . Z;L.O:() (271—}-1)!':C "
- —1)n+1 - - —_1)n
Z?LOZO ((27’21—2)! g2t xQ Zn =0 2n+2 xQn Zzio (gnJr)Q)!x%l
Da > >, (én}r)l) " und Y @n +)2) 2n beide den Konvergenzradius R = oo haben,
definieren sie auf ganz R stetige Funktionen z +— fi(z) = > o7 CD™ 22 ynd 2

n=0 (2n+1)!

fa(z) =307, (g;i);)!x%. Folglich muss

—fi(x) f1(0) 1
Yo = lim fla) = L, foz) — f2(0) 3

gewihlt werden.
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