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Aufgabe 55:

(a) Wir beweisen diese Ausage mit Widerspruch. Sei f : (0, 1)→ R unbeschränkt und gleichmäßig
stetig. Dann existiert (xn)n so, dass |f(xn)| → ∞ als n→∞ und ∃(xnk

)k, xnk
→ x0 ∈ [0, 1].

Die Funktion f ist gleichmäßig stetig, d.h.

∀ε > 0∀y ∈ (0, 1)∃δ > 0∀x : |x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ε .

Wir nehmen ε = 1, x = xn und y ∈ (0, 1) so, dass |x0−y| < δ
2 und |f(y)| <∞ gelten. Dann

|f(xn)−f(y)| < 1 wenn |xn−x0| < δ
2 weil |xn−y| = |xn−x0 +x0−y| < δ

2 + δ
2 < δ für fast

alle n aber |f(xn)| = |f(xn)− f(y) + f(y)| ≤ |f(xn)| = |f(xn)− f(y)|+ |f(y)| < 1 + |f(y)|
und es ist widerspruch mit |f(xn)| → ∞ als n→∞.

(b) Wir nehmen die Funktion f(x) = 1
x . Es ist stetig im y ∈ (0, 1), weil ∀ε > 0∀x ∈ (0, 1) :

|x− y| < εy2

1+εy ⇒
∣∣∣ 1x − 1

y

∣∣∣ < ε aber limx→0
1
x =∞.

(c) Aus Vorlesung wissen wir, dass das Maximum M und Minimum m des Bildes I unter f
existiert, d.h. ∃a, b ∈ I : f(a) = m, f(b) = M . Entweder m = M gilt oder M > m.
Wenn m = M , dann ist f eine konstante Funktion und wir sind fertig. Wenn M > m
gilt, dann nehmen wir Neues Interval J = [min{a, b},max{a, b}] ⊂ I und wir zeigen, dass
∀λ ∈ (m,M)∃x ∈ J : f(x) = λ existiert. Wir benutzen die Aufgabe 52 mit g(x) = λ. Andere
Moglichkeit ist die Funktion g(x) = f(x) − λ zu definieren und das Zwischenwertsatz mit
g(x) zu benutzen.

�

Aufgabe 56:
Wir schreiben den Definition des Derivation zum jeden Teil als

(a) limx→x0
c−c
x−x0 = limx→x0

0
x−x0 = 0,

(b) limx→x0
xn−xn0
x−x0 = limx→x0

(x−x0)
∑n−1

j=0 x
n−1−jxj0

x−x0 = limx→x0
∑n−1

j=0 x
n−1−jxj0 =

∑n−1
j=0 x

n−1
0 =

= xn−10

∑n−1
j=0 1 = nxn−10 .

(c) limx→x0
x−n−x−n

0
x−x0 = limx→x0

xn0−xn

xnxn0
x−x0 = limx→x0

(x0−x)
∑n−1

j=0 x
n−1−j
0 xj

(x−x0)xnxn0
= − limx→x0

∑n−1
j=0 x

n−1−j
0 xj

xnxn0
=

= −
∑n−1

j=0 x
n−1
0

x2n0
= −nx

n−1
0

x2n0
= −nx−n−1.
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(d) Aus dem Vorlesung haben wir
∣∣∣exp(z)−

∑N
n=0

zn

n!

∣∣∣ ≤ 2 |z|
N+1

(N+1)! , ∀|z| ≤ 1 + N
2 und ∀N ∈ N0.

Es gilt |exp(cx)− 1− cx| ≤ |cx|2 und auch
∣∣∣ exp(cx)−1−cxx

∣∣∣ =
∣∣∣ exp(cx)−1x − c

∣∣∣ ≤ |c|2|x| als

x→ 0 und deshalb haben wir limx→0
exp(cx)−1

ε = c.

limε→0
exp(c(x0+ε))−exp(cx0)

ε = exp(cx0) limε→0
exp(cε)−1

ε = c exp(cx0).

(e) Wir zeigen dieses Gleichung zusammen mit (f).

(f) Wir können i(cos(x) + i sin(x)) = i exp(ix) = d
dx exp(ix) = d

dx cos(x) + i ddx sin(x) schreiben

deshalb haben wir i cos(x) = i ddx sin(x) und d
dx cos(x) = i2 sin(x).

(g) (tanx)′ =
(

sin(x)
cos(x)

)′
= (sin(x))′ cos(x)−(sin(x) cos(x))′

cos2(x)
= 1

cos2 x
.

(h) (cotx)′ =
(
cos(x)
sin(x)

)′
= (sin(x) cos(x))′−(sin(x))′ cos(x)

sin2(x)
= − 1

sin2 x
.

(i) (sinhx)′ =
(
exp(x)−exp(−x)

2

)′
= exp(x)+exp(−x)

2 = coshx.

(j) (coshx)′ =
(
exp(x)+exp(−x)

2

)′
= exp(x)−exp(−x)

2 = sinhx.

�

Aufgabe 57:
Wir benutzen lineare Approximation von f(x) im Punkt x0 als f(x0+ε) = f(x0)+εf ′(x0)+o(ε).
Dann haben wir

lim
x→x0,x 6=x0

f(x)

g(x)
= lim

ε→0

f(x0) + εf ′(x0) + o(ε)

g(x0) + εg′(x0) + o(ε)
= lim

ε→0

f ′(x0) + o(ε)
ε

g′(x0) + o(ε)
ε

=
f ′(x0)

g′(x0)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)

wo o(ε)
ε → 0 als ε→ 0. �

Aufgabe 58:

(a) Wir schreiben den Definition des Derivation von h(x) = αf(x) + βg(x) als

lim
ε→0

h(x+ ε)− h(x)

ε
= lim

ε→0

αf(x+ ε) + βg(x+ ε)− αf(x)− βg(x)

ε

= α lim
ε→0

f(x+ ε)− f(x)

ε
+ β lim

ε→0

g(x+ ε)− g(x)

ε

= αf ′(x) + βg′(x) .
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(b) Wir schreiben den Definition des Derivation von h(x) = f(x)g(x) als

lim
ε→0

h(x+ ε)− h(x)

ε
= lim

ε→0

f(x+ ε)g(x+ ε)− f(x)g(x)

ε

= lim
ε→0

f(x+ ε)g(x+ ε)− f(x)g(x+ ε) + f(x)g(x+ ε)− f(x)g(x)

ε

= lim
ε→0

g(x+ ε) lim
ε→0

f(x+ ε)− f(x)

ε
+ f(x) lim

ε→0

g(x+ ε)− g(x)

ε

= g(x) lim
ε→0

f(x+ ε)− f(x)

ε
+ f(x) lim

ε→0

g(x+ ε)− g(x)

ε

= f ′(x)g(x) + f(x)g′(x) .

(c) Wir schreiben den Definition des Derivation von h(x) = f(x)
g(x) als

lim
ε→0

h(x+ ε)− h(x)

ε
= lim

ε→0

f(x+ε)
g(x+ε) −

f(x)
g(x)

ε

= lim
ε→0

f(x+ε)
g(x+ε) −

f(x)
g(x+ε) + f(x)

g(x+ε) −
f(x)
g(x)

ε

= lim
ε→0

1

g(x+ ε)
lim
ε→0

f(x+ ε)− f(x)

ε
+ f(x) lim

ε→0

1
g(x+ε) −

1
g(x)

ε

=
1

g(x)
lim
ε→0

f(x+ ε)− f(x)

ε
+ f(x) lim

ε→0

g(x)−g(x+ε)
g(x+ε)g(x)

ε

=
f ′(x)

g(x)
− f(x)

g(x)
lim
ε→0

1

g(x+ ε)
lim
ε→0

g(x+ ε)− g(x)

ε

=
f ′(x)

g(x)
− f(x)g′(x)

g2(x)
=
f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

g2(x)
.

�

Aufgabe 59:

(i) Sei x ∈ R fest. Für x = 0 ist fn(x) = 0 für alle n ∈ N und deshalb limn→∞ fn(x) = 0. Ist
x 6= 0, so gilt

|fn(x)| =
∣∣∣∣ nx2

1 + n2x4

∣∣∣∣ =
nx2

1 + n2x4
≤ nx2

n2x4
=

1

nx2
→ 0 (n→∞).

Also ist fn → 0 punktweise für n→∞.

Sei f̃(y) = y
1+y2

für alle y ∈ R. Wir beobachten, dass fn(x) = f̃(nx2) für alle n ∈ N und

x ∈ R gilt. Definiere xn = 1√
n

für alle n ∈ N. Es gilt

‖fn‖∞ = sup
x∈R

nx2

1 + n2x4
≥ nx2n

1 + n2x4n
= f̃(1) =

1

2
.

Also ‖fn‖∞ 6→ 0, die Konvergenz fn → 0 ist also nicht gleichmäßig.
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(ii) Sei x ∈ R+
0 fest. Für x = 0 ist fn(x) = 0 für alle n ∈ N und deshalb limn→∞ fn(x) = 0.

Ist x > 0, so gilt

|fn(x)| =
∣∣∣∣ nx

1 + nx

∣∣∣∣ =
nx

1 + nx
= 1− 1

1 + nx
→ 0 (n→∞).

Also ist fn → 1 punktweise für x > 0, n→∞.

Wir haben, dass fn punktweise nach f(0) = 0 und f(x) = 1, x > 0 konvergiert. Sei
0 < x ≤ 1. Dann gilt fn

(
1
n

)
= 1

2 und f
(
1
n

)
= 1 und deshalb

1

2
=

∣∣∣∣fn( 1

n

)
− f

(
1

n

)∣∣∣∣ ≤ sup
x∈R+

0

|fn (x)− f (x)| = αn

Also ‖fn − f‖∞ 6→ 0, die Konvergenz fn → f ist also nicht gleichmäßig.

(iii) Betrachte zunächst F (y) = y
1+y2

für alle y ∈ R. Wegen 0 ≤ (1− |y|)2 = 1− 2 |y|+ y2, gilt

|F (y)| = |y|
1+y2

≤
1+y2

2
1+y2

= 1
2 für alle y ∈ R. Wegen

|fn(x)| =
∣∣∣∣ n2x

1 + n5x2

∣∣∣∣ =
1√
n
·
∣∣∣F (√n5x)∣∣∣ ≤ 1√

n
· 1

2
=: αn → 0

für alle x ∈ R, konvergiert fn gleichmäßig gegen 0 für n→∞.

(iv) Für alle x ∈ R gilt

1 + x+ x2 =

(
x+

1

2

)
+

3

4
≥ 3

4
.

Da die geometrische Reihe
∞∑
n=0

(
1

( 4
√
e)

3

)n
konvergent ist und wegen

|gn(x)| = e−n(1+x+x
2) ≤ e−

3n
4 =

(
1

( 4
√
e)

3

)n
∀n ∈ N, ∀x ∈ R

ist die Funktionenreihe
∑∞

n=0 gn gleichmäßig konvergent.

(v) Sei x = 1. Dann ist gn(x) = 0 für alle n ∈ N und deswegen ist
∑∞

n=0 gn(x) = 0. Ist x < 1,
so ist |x| < 1 und die geometrische Reihe

∑
n≥0 x

n ist (absolut) konvergent. Deshalb gilt

∞∑
n=0

gn(x) =
∞∑
n=0

xn(1− x) = (1− x)
∞∑
n=0

xn =
1− x
1− x

= 1.

Damit konvergiert
∑∞

n=0 gn punktweise gegen g, wobei

g(x) =

{
0 für x = 1,

1 sonst.

Weil g nicht stetig bei 1 ist, kann die Konvergenz nicht gleichmäßig sein.
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(vi) Sei zunächst 0 < a < 1 und x ∈ [a, 1] fest. Dann gilt

hn(x) =
n
√
n2x→ 1 (n→∞).

Also ist hn → 1 punktweise für n→∞.

Da für alle x ∈ [a, 1]

|hn(x)− 1| =
∣∣∣ n
√
n2x− 1

∣∣∣ =
∣∣∣ n
√
n2x− n

√
n2a+

n
√
n2a− 1

∣∣∣
≤

∣∣∣ n
√
n2x− n

√
n2a
∣∣∣+
∣∣∣ n
√
n2a− 1

∣∣∣ x≥a=
n
√
n2x− n

√
n2a+ 1− n

√
n2a− 1

x≤1
≤ n

√
n2 − n

√
n2a+ 1− n

√
n2a =: αn → 0

für n→∞, ist die Funktionenfolge hn gleichmäßig konvergent.

Sei nun a = 0. Für x = 0 gilt hn(x) = 0 für alle n ∈ N und deshalb limn→∞ hn(x) = 0. Für
x 6= 0 gilt, mit der gleichen Rechnung wie oben, limn→∞ hn(x) = 1. Deshalb konvergiert
(hn)n∈N punktweise gegen h, wobei

h(x) =

{
0 falls x = 0

1 sonst

für alle x ∈ [0, 1]. Weil h nicht stetig bei 0 ist, kann die Konvergenz nicht gleichmäßig
sein.

�

Aufgabe 60:

(i) Da f in allen x ∈ D\{1} stetig ist, reicht es f(1) = y0 so zu wählen, dass limx→1 f(x) = y0
gilt. Für alle x ∈ D \ {1} gilt

f(x) =
1

x− 1
+

3

(x2 − 4)(x− 1)
=

1

x− 1
·
(

1 +
3

(x2 − 4)

)
=

1

x− 1
· (x2 − 4) + 3

(x2 − 4)

=
1

x− 1
· x

2 − 1

(x2 − 4)
=

1

x− 1
· (x− 1)(x+ 1)

(x2 − 4)
=

x+ 1

(x2 − 4)
.

Folglich muss y0 := limx→1 f(x) = limx→1
x+1

(x2−4) = −2
3 gewählt werden.

(ii) Sei r = p
q ∈ Q mit p ∈ Z und q ∈ N. Da f in allen x ∈ D \ {1} stetig ist, reicht es

f(1) = y0 so zu wählen, dass limx→1 f(x) = y0 gilt. Wir behandeln zunächst den Fall
r ≥ 0 (⇔ p ∈ N0). Sei x ∈ D \ {1}. Definiere y := q

√
x. Dann gilt mit der dritten

binomischen Formel

f(x) =
xr − 1

x− 1
=
yp − 1p

yq − 1q
=

1p − yp

1q − yq
=

(y − 1)
∑p−1

k=0 y
k

(y − 1)
∑q−1

k=0 y
k

=

∑p−1
k=0 y

k∑q−1
k=0 y

k
.

Folglich muss

y0 := lim
x→1

f(x) = lim
x→1

∑p−1
k=0

q
√
x
k∑q−1

k=0
q
√
x
k

=

∑p−1
k=0 1∑q−1
k=0 1

=
p

q
= r
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gewählt werden.

Ist r < 0 (⇔ p̃ := −p ∈ N), so gilt

f(x) =
xr − 1

x− 1
=

1
q√xp̃
− 1

q
√
x
q − 1

=

1
yp̃
− 1

yq − 1q
=

1

yp̃
· 1− yp̃

yq − 1q
= − 1

yp̃
· y

p̃ − 1

yq − 1q
s.o.
= − 1

yp̃
·
∑p̃−1

k=0 y
k∑q−1

k=0 y
k
.

Folglich muss auch in diesem Fall

y0 := lim
x→1

f(x) = lim
x→1
− 1

q
√
x
p̃
·
∑p̃−1

k=0
q
√
x
k∑q−1

k=0
q
√
x
k

= −
∑p̃−1

k=0 1∑q−1
k=0 1

=
p

q
= r

gewählt werden.

(iii) Da f in allen x ∈ D\{0} stetig ist, reicht es f(0) = y0 so zu wählen, dass limx→0 f(x) = y0
gilt. Für alle x ∈ D \ {0} gilt

f(x) =
x sin(x)

cos(x)− 1
=
x
∑∞

n=0
(−1)n
(2n+1)!x

2n+1∑∞
n=0

(−1)n
(2n)! x

2n − 1
=

∑∞
n=0

(−1)n
(2n+1)!x

2n+2∑∞
n=1

(−1)n
(2n)! x

2n

Index-Shift
=

∑∞
n=0

(−1)n
(2n+1)!x

2n+2∑∞
n=0

(−1)n+1

(2n+2)! x
2n+2

= −
x2 ·

∑∞
n=0

(−1)n
(2n+1)!x

2n

x2 ·
∑∞

n=0
(−1)n
(2n+2)!x

2n
= −

∑∞
n=0

(−1)n
(2n+1)!x

2n∑∞
n=0

(−1)n
(2n+2)!x

2n
.

Da
∑∞

n=0
(−1)n
(2n+1)!x

2n und
∑∞

n=0
(−1)n
(2n+2)!x

2n beide den Konvergenzradius R = ∞ haben,

definieren sie auf ganz R stetige Funktionen x 7→ f1(x) =
∑∞

n=0
(−1)n
(2n+1)!x

2n und x 7→
f2(x) =

∑∞
n=0

(−1)n
(2n+2)!x

2n. Folglich muss

y0 := lim
x→0

f(x) = lim
x→0

−f1(x)

f2(x)
= −f1(0)

f2(0)
= − 1

1
2

= −2

gewählt werden.
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