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Aufgabe 61:

• Induktionsanfang (IA):
Von Vorlesung haben wir, dass (x−1)′ = −x−2 gilt.

• Induktionsschluss (IS):
Sei n ∈ N beliebig. Für dieses n gelte die Induktionsvoraussetzung (IV)

(x−n)′ = −nx−(n+1).
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Aufgabe 62:

• x 6= 0 :
Die Ableitung von f ist

f ′(x) = nxn−1 sin(x−m) + xn
(
−m 1

xm+1

)
cos(x−m) für x ∈ R \ {0} .

• x = 0 :
Der Limes limx→0

f(x)−f(0)
x−0 = xn−1 sin(x−m) muss existieren. Dann haben wir, dass Ab-

leitung existiert, wenn n > 1. Für stetige Differenzbarkeit muss f ′(0) = limx→0 f
′(x) sein.

Das gilt, wenn n > m+ 1, weil

f ′(x) = nxn−1 sin(x−m)−mxn−m−1 cos(x−m) für x ∈ R \ {0} .
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Aufgabe 63:

(a) a ist ein Lokales Minimum ist equivalent zum f(a) ≤ f(x) mit x ∈ Uδ(a). Dann haben wir

f(x)− f(a) ≥ 0 ∀x ∈ Uδ(a) und deshalb f(x)−f(a)
x−a ≥ 0 und auch f+(a) ≥ 0.

(b) Wenn f diferenzbar ist, dann f ′+(x) = f ′(x) ist. Wir benutzen Mittelwertsatz

f(a+ ε)− f(a) = f ′(ξ)ε .

Wir können auch schreiben

f(a) = f(a+ ε)− f ′(ξ)ε ≤ f(a+ ε) .

�

Aufgabe 64:
Die Ungleichung gilt, wann am mindestens ein aj = 0 ist.
Dann gelte aj > 0. Für jede aj > 0 existiert xj ∈ R so, dass aj = exp(xj). Wir haben

exp

 n∑
j=1

λjxj

 =
n∏
j=1

exp(λjxj) =
n∏
j=1

(expxj)
λj

und

exp

 n∑
j=1

λjxj

 ≤ n∑
j=1

λj exp (xj) .

Zusammen haben wir
n∏
j=1

(expxj)
λj ≤

n∑
j=1

λj exp (xj) .

Wir können λj als 1
n wahlen und dann

n∏
j=1

(expxj)
1
n =

 n∏
j=1

(expxj)

 1
n

≤
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j=1

1

n
exp (xj) =

1

n

n∑
j=1

exp (xj) .
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Aufgabe 65:
Wir nehmen die Funktion h(t) = f1(t) − f2(t). Es gilt, dass h(0) = 0 und h′(t) > 0, ∀t ∈ R+.
Nach dem Mittelwertsatz, wissen wir h(t) > 0, weil h(t) = h(t) − h(0) = h′(ξ)t > 0 mit
ξ ∈ (0, t). h(t) > 0 impliziert f2(t) > f1(t). Die Physikalische Bedeutung ist, dass das schneller
Auto weiter ankommt. �
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Aufgabe 66:

(a) Die Funktion f ist stetig und das Intervall I := [−3, 2] ist beschränkt und abgeschlossen,
deshalb nimmt f auf I Maximum und Minimum an. Seien etwa xm, xM ∈ I mit

f(xm) ≤ f(x) ≤ f(xM ) ∀x ∈ I.

Sei x0 ∈ {xm, xM} ein lokales Extremum. Sei I̊ := (−3, 2). Es ist klar, dass f auf I̊
differenzierbar ist und

f ′(x) = 4x3 − 8x ∀x ∈ I̊

gilt. Ist x0 ∈ I̊, so gilt f ′(x0) = 0. Die Nullstellen der Ableitung sind durch

f ′(x) = 0⇔ 4x3 − 8x = 0⇔ x = 0 ∨ 4x2 − 8 = 0⇔ x = 0 ∨ x2 = 2⇔ x ∈
{

0,−
√

2,
√

2
}

für alle x ∈ I̊ bestimmt. Durch Vergleich der Funktionswerte an den möglichen Extremal-
stellen

f(−3) = (−3)4 − 4 · (−3)2 + 2 = 81− 4 · 9 + 2 = 47,

f
(
−
√

2
)

= f
(√

2
)

=
(√

2
)4
− 4 ·

(√
2
)2

+ 2 = 4− 4 · 2 + 2 = −2,

f(0) = 2 und

f(2) = 24 − 4 · 22 + 2 = 2

folgt

xm ∈
{
−
√

2,
√

2
}
, f(xm) = −2 = min {f(x) : x ∈ I} ,

xM = −3, f(xM ) = 47 = max {f(x) : x ∈ I} .

(b) Die Funktion f ist stetig. Das Intervall I := [0, 10] ist beschränkt und abgeschlossen, deshalb
nimmt f auf I Maximum und Minimum an. Seien etwa xm, xM ∈ I mit

f(xm) ≤ f(x) ≤ f(xM ) ∀x ∈ I.

Sei x0 ∈ {xm, xM} ein lokales Extremum. Seien I1 := (0, 3), I2 := (3, 10). Für alle x ∈ I1

gilt

f(x) = −6x+ (|x− 3|+ 2)2 x<3
= −6x+ (3− x+ 2)2 = −6x+ (5− x)2

= −6x+ x2 − 10x+ 25 = x2 − 16x+ 25.

Für alle x ∈ I2 gilt

f(x) = −6x+ (|x− 3|+ 2)2 x>3
= −6x+ (x− 3 + 2)2 = −6x+ (x− 1)2

= −6x+ x2 − 2x+ 1 = x2 − 8x+ 1.

Mit diesen Darstellungen ist klar, dass f auf I1 bzw. I2 differenzierbar ist und

f ′(x) = 2x− 16 ∀x ∈ I1, sowie f ′(x) = 2x− 8 ∀x ∈ I2.
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Ist x0 ∈ I1∪I2, so gilt f ′(x0) = 0. Die Nullstellen der Ableitung werden wie folgt bestimmt.
Für alle x ∈ I1 gilt

f ′(x) = 0 ⇔ 2x− 16 = 0⇔ x = 8
8/∈I1⇔ falsch.

Für alle x ∈ I2 gilt hingegen

f ′(x) = 0 ⇔ 2x− 8 = 0⇔ x = 4.

Durch Vergleich der Funktionswerte an den möglichen Extremalstellen

f(0) = −6 · 0 + ((3− 0) + 2)2 = 52 = 25,

f(3) = −6 · 3 + ((3− 3) + 2)2 = −18 + 22 = −14,

f(4) = −6 · 4 + ((4− 3) + 2)2 = −24 + 9 = −15 und

f(10) = −6 · 10 + ((10− 3) + 2)2 = −60 + 81 = 21

folgt

xm = 4, f(xm) = −15 = min {f(x) : x ∈ I} ,
xM = 0, f(xM ) = 25 = max {f(x) : x ∈ I} .

(c) Die Funktion f ist stetig. Das Intervall I := [0, 10] ist beschränkt und abgeschlossen, deshalb
nimmt f auf I Maximum und Minimum an. Seien etwa xm, xM ∈ I mit

f(xm) ≤ f(x) ≤ f(xM ) ∀x ∈ I.

Sei x0 ∈ {xm, xM} ein lokales Extremum. Sei I̊ := (−2, 2). Es ist klar, dass f auf I̊
differenzierbar ist und

f ′(x) = − sin(x) cos(cos(x)) ∀x ∈ I̊

gilt. Ist x0 ∈ I̊, so gilt f ′(x0) = 0. Die Nullstellen der Ableitung sind durch

f ′(x) = 0⇔ − sin(x) cos(cos(x)) = 0⇔ x = 0+πn∨cos(x) =
π

2
+2πn⇔ x = 0

| cos(x)|≤1⇔ x = 0

für alle x ∈ I̊ bestimmt. Durch Vergleich der Funktionswerte an den möglichen Extremal-
stellen

f(−2) = sin(cos(−2)),

f(0) = sin(cos(0)) und

f(2) = sin(cos(2))

folgt

xm ∈ {−2, 2} , f(xm) = sin(cos(2)) = min {f(x) : x ∈ I} ,
xM = 0, f(xM ) = sin(cos(1)) = max {f(x) : x ∈ I} .
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(d) Die Funktion f ist stetig. Das Intervall I := [1, 3] ist beschränkt und abgeschlossen, deshalb
nimmt f auf I Maximum und Minimum an. Seien etwa xm, xM ∈ I mit

f(xm) ≤ f(x) ≤ f(xM ) ∀x ∈ I.

Sei x0 ∈ {xm, xM} ein lokales Extremum. Sei I̊ := (1, 3). Es ist klar, dass f auf I̊ differen-
zierbar ist und

f ′(x) =
2x− 1

x2 − x+ e−1
∀x ∈ I̊

gilt. Ist x0 ∈ I̊, so gilt f ′(x0) = 0. Die Nullstellen der Ableitung sind durch

f ′(x) = 0⇔ 2x− 1

x2 − x+ e−1
= 0

1
2
/∈I̊
⇔ falsch.

Durch Vergleich der Funktionswerte an den möglichen Extremalstellen

f(1) = −1 und

f(3) = ln(6 + e−1)

folgt

xm = 1, f(xm) = −1 = min {f(x) : x ∈ I} ,
xM = 3, f(xM ) = ln(6 + e−1) = max {f(x) : x ∈ I} .

�

Aufgabe 67:
Bemerkung : Regeln von de l’Hospital
Seien a ∈ R, b ∈ R∪{∞} und L ∈ R∪{−∞,∞}. Seien f, g : (a, b)→ R auf (a, b) differenzierbar

mit g′(x) 6= 0 für alle x ∈ (a, b). Weiter sei limx→b
f ′(x)
g′(x) = L.

(a) limx→b f(x) = limx→b g(x) = 0, so gilt

f(x)

g(x)
→ L , x→ b .

(b) limx→b g(x) = ±∞, so gilt
f(x)

g(x)
→ L , x→ b .

Lösung :

(a) Nach der Regel von l’Hospital aus (b) gilt

lim
x→∞

x→∞−−−→∞︷ ︸︸ ︷
ln(x2 + 3)

ln(x)︸ ︷︷ ︸
x→∞−−−→∞

l’Hospital
= lim

x→∞

2x
x2+3

1

x︸︷︷︸
6=0 für x 6=0

= 2 lim
x→∞

x2

x2 + 3
= 2 lim

x→∞

1

1 + 3
x2

= 2.
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(b) Nach der Regel von l’Hospital aus (a) gilt

lim
x→1

x→1−−−→0︷ ︸︸ ︷
1 + cos(πx)

x2 − 2x+ 1︸ ︷︷ ︸
x→1−−−→0

l’Hospital
= lim

x→1

−π sin(πx)

2x− 2︸ ︷︷ ︸
6=0 für x 6=0

= −π lim
x→1

x→1−−−→0︷ ︸︸ ︷
sin(πx)

2x− 2︸ ︷︷ ︸
x→1−−−→0

l’Hospital
= −π2 lim

x→1

cos(πx)

2︸︷︷︸
6=0

=
π2

2
.

(c) Sinus ist für jedes x ≥ 0 auf [
√
x,
√
x+ 1] stetig und auf (

√
x,
√
x+ 1) differenzierbar. Nach

dem Mittelwertsatz, existiert ein ξx ∈ (
√
x,
√
x+ 1) mit

sin(
√
x)− sin(

√
x+ 1) = −

(
sin(
√
x+ 1)− sin(

√
x)
)

= − cos(ξx)(
√
x+ 1−

√
x)

= − cos(ξx)

(
x+ 1− x√
x+ 1 +

√
x

)
= − cos(ξx)

(
1√

x+ 1 +
√
x

)
.

Folglich ∣∣sin(
√
x)− sin(

√
x+ 1)

∣∣ = |− cos(ξx)|︸ ︷︷ ︸
≤1

∣∣∣∣ 1√
x+ 1 +

√
x

∣∣∣∣ ≤ 1

2
√
x

x→∞−−−→ 0,

also
lim
x→∞

(
sin(
√
x)− sin(

√
x+ 1)

)
= 0.

(d) Nach der Regel von l’Hospital aus (a) gilt

lim
x→π

x→π−−−→0︷ ︸︸ ︷
sin(sin(x))

x− π︸ ︷︷ ︸
x→π−−−→0

l’Hospital
= lim

x→π

cos(sin(x)) cos(x)

1︸︷︷︸
6=0

= −1.

(e) Nach der Regel von l’Hospital gilt

lim
x→0

x→0−−−→0︷ ︸︸ ︷
ln(cos(3x))

ln(cos(2x))︸ ︷︷ ︸
x→0−−−→0

l’Hospital
= lim

x→0

−3 sin(3x)
cos(3x)

−2
sin(2x)

cos(2x)︸ ︷︷ ︸
6=0 für x 6∈π

2
Z

=
3

2
lim
x→0

x→0−−−→0︷ ︸︸ ︷
tan(3x)

tan(2x)︸ ︷︷ ︸
x→0−−−→0

l’Hospital
=

3

2
lim
x→0

3(1 + tan2(3x))

2(1 + tan2(2x))︸ ︷︷ ︸
6=0

=
9

4
.

(f) Logarithmus ist für jedes x ≥ 1 auf [x, 1 +
√

1 + x2] stetig und auf (x, 1 +
√

1 + x2) diffe-
renzierbar. Nach dem Mittelwertsatz, existiert ein ξx ∈ (x, 1 +

√
1 + x2) mit

x
(

ln
(

1 +
√

1 + x2
)
− ln(x)

)
=

x

ξx

(
1 +

√
1 + x2 − x

)
=

x

ξx

(
1 +

√
1 + x2 −

√
x2
)

=
x

ξx

(
1 +

1
√

1 + x2 +
√
x2

)
.
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Ferner ist

1√
1 + 1

x2
+ 1

x

=
x

1 +
√

1 + x2
≤ x

ξx
≤ x

x
= 1 wegen x < ξx < 1 +

√
1 + x2

und damit ist limx→∞
x
ξx

= 1 als Folgerung aus dem Einschnürungssatz. Deshalb ist

lim
x→∞

x
(

ln
(

1 +
√

1 + x2
)
− ln(x)

)
= lim

x→∞

x

ξx

(
1 +

1
√

1 + x2 +
√
x2

)
=

(
lim
x→∞

x

ξx

)
·
(

lim
x→∞

(
1 +

1
√

1 + x2 +
√
x2

))
= 1.
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