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Aufgabe 61:
o Induktionsanfang (IA):

Von Vorlesung haben wir, dass (z7!) = —272 gilt.

o Induktionsschluss (IS):
Sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte die Induktionsvoraussetzung (1V)

Dann gilt fiir n 41
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Aufgabe 62:
e z#0:
Die Ableitung von f ist
1
f'(x) = na"Lsin(z™™) 4 2 (_mxm“> cos(z™™) fur =z eR\{0}.
o z=0:
Der Limes lim;_so w = gn-1 sin(z~"™) muss existieren. Dann haben wir, dass Ab-
leitung existiert, wenn n > 1. Fiir stetige Differenzbarkeit muss f/(0) = lim,_,o f'(x) sein.
Das gilt, wenn n > m + 1, weil
f'(z) = nz"Lsin(z™™) — maz" " tcos(z™™) fir zeR\{0}.
O
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Aufgabe 63:

(a) a ist ein Lokales Minimum ist equivalent zum f(a) < f(x) mit € Us(a). Dann haben wir
f(z) — f(a) > 0 Vz € Us(a) und deshalb [@)=/(a) ) f( ) > 0 und auch fr(a) > 0.

(b) Wenn f diferenzbar ist, dann f’ (x) = f'(x) ist. Wir benutzen Mittelwertsatz

flate) = fla) = f'(§)e.

Wir konnen auch schreiben

fla)=flate) = f(§e< flate).

g

Aufgabe 64:
Die Ungleichung gilt, wann am mindestens ein a; = 0 ist.
Dann gelte a; > 0. Fiir jede a; > 0 existiert z; € R so, dass a; = exp(x;). Wir haben

n n n
exp Z)\jmj = Hexp (Ajz;) H expmj
i=1 '
und
n n
exp Z)\jxj < Z)\j exp (x;)
j=1 j=1
Zusammen haben wir

n n
Hexpa:] JSZ)\‘exp(xj).
j=1 j=1

Wir kénnen A; als % wahlen und dann

Aufgabe 65:

Wir nehmen die Funktion h(t) = f1(t) — fa(t). Es gilt, dass h(0) = 0 und A'(t) > 0, V¢t € R™.
Nach dem Mittelwertsatz, wissen wir h(t) > 0, weil h(t) = h(t) — h(0) = A/(§)t > 0 mit
€ € (0,t). h(t) > 0 impliziert fa(t) > fi(t). Die Physikalische Bedeutung ist, dass das schneller
Auto weiter ankommt. [



Aufgabe 66:

(a) Die Funktion f ist stetig und das Intervall I := [—3, 2] ist beschrénkt und abgeschlossen,

deshalb nimmt f auf I Maximum und Minimum an. Seien etwa x,,, x;; € I mit

flam) < f(@) < flan)  Vozel

Sei z9 € {&m,zp} ein lokales Extremum. Sei I := (—3,2). Es ist klar, dass f auf I
differenzierbar ist und

fl(x) =42° -8z Vzel
gilt. Ist zo € I, so gilt f/(zo) = 0. Die Nullstellen der Ableitung sind durch

f’(m):0@4:1:3—8:1::0(:):0:0\/4:1:2—8:0(:)3::0\/352:2<:>x6{0,—\/5,\/5}

fiir alle z € I bestimmt. Durch Vergleich der Funktionswerte an den moglichen Extremal-
stellen

f(=3) = (=3)*—4-(=3)2+2=81—-4-942=47,
f(—\@) = f(x@):(\@)4—4-(\/§)Z+2:4—4-2+2=—2,

(0) = 2 und
2) = 20 —4.2242=2

~—

f
f

folgt

Tm € {—\fz,\/i},f(xm):—szin{f(x);xe[},
xy = =3, fleym) =47 =max{f(x): z € I}.

Die Funktion f ist stetig. Das Intervall I := [0, 10] ist beschrénkt und abgeschlossen, deshalb
nimmt f auf / Maximum und Minimum an. Seien etwa z.,,, zp; € I mit

Fam) < f(2) < flan)  Vael

Sei g € {@m,znm} ein lokales Extremum. Seien [; := (0,3), Iz := (3,10). Fiir alle z € I
gilt
Fx) = —6z+(jz—3|+2)?2"= —62+B-2+2)%=—62+ (5— 1)
= —6x+2? 10z +25 =2 — 162 + 25.
Fiir alle z € I gilt
fz) = —6z+(jz—3|+2)2"2 —62+ (x—3+2)%=—62+ (z— 1)
= —6r+a’—2x+1=2>—8zx+1.

Mit diesen Darstellungen ist klar, dass f auf I; bzw. Iy differenzierbar ist und

f(x) =22 —16 Vz € I, sowie fl(x) =22 -8 Vael.



Ist 29 € 1 Uy, so gilt f'(x¢) = 0. Die Nullstellen der Ableitung werden wie folgt bestimmt.
Fiir alle z € I; gilt

fl(z)=0 & 2r—-16=0&12=3 SEL falsch.
Fiir alle z € I gilt hingegen
fl()=0 & 22-8=0&z=4.

Durch Vergleich der Funktionswerte an den moglichen Extremalstellen

f(0) = —6-0+((3—0)+2)2=5%=25,
f(3) = —6-3+((3-3)+2)2=-18+22=—-14,
f4) = —6-4+(4-3)+2)>*=-24+9=-15 und
f(10) = —6-10+ ((10 —3) +2)? = —60 + 81 = 21
folgt
Tm = 4, f(zm) =—15=min{f(x): xz €I},
xy = 0, fley) =25 =max{f(x): z€l}.

Die Funktion f ist stetig. Das Intervall I := [0, 10] ist beschrénkt und abgeschlossen, deshalb
nimmt f auf I Maximum und Minimum an. Seien etwa x,,, z); € I mit

flam) < f(z) < flen)  Vozel

Sei 29 € {@m,za} ein lokales Extremum. Sei I := (—2,2). Es ist klar, dass f auf I
differenzierbar ist und

f'(z) = —sin(z) cos(cos(x)) Vx €I
gilt. Ist zo € I, so gilt f'(zo) = 0. Die Nullstellen der Ableitung sind durch

f'(z) = 0 & —sin(x) cos(cos(z)) = 0 & x = 0+7wnVcos(x) = g+27m sr=0 B, g

fiir alle z € I bestimmt. Durch Vergleich der Funktionswerte an den moglichen Extremal-
stellen

f(—=2) = sin(cos(—2)),
sin(cos(0))
)

o
~—
I

und

2) = sin(cos(2

folgt

Tm € {-2,2}, f(zy) =sin(cos(2)) = min {f(x) : x € I},
xy = 0, f(xy) =sin(cos(1)) = max{f(z): vz € I}.



(d) Die Funktion f ist stetig. Das Intervall I := [1, 3] ist beschrénkt und abgeschlossen, deshalb
nimmt f auf / Maximum und Minimum an. Seien etwa x.,,,, zp; € I mit

flam) < flo) < flan)  Voel

Sei o € {m, 2} cin lokales Extremum. Sei I := (1,3). Es ist klar, dass f auf I differen-
zierbar ist und

Durch Vergleich der Funktionswerte an den moglichen Extremalstellen

f(1) = —1 und
fB3) = W@G+e)
folgt
Tm = 1, f(xy) =—1=min{f(x): z €I},
= 3, flxar) =In6+e M) =max{f(z): z€1}.
O
Aufgabe 67:

Bemerkung: Regeln von de ’Hospital
Seien a € R,b € RU{oo} und L € RU{—00,00}. Seien f,g : (a,b) — R auf (a, b) differenzierbar
mit ¢'(z) # 0 fiir alle 2 € (a,b). Weiter sei lim,_,p % =1L.

(a) limg_yp f(x) = limy_yp g(x) = 0, so gilt

f(@) —L, x—b.
g9(z)

(b) limg_p g(x) = £o0, so gilt
f(@) —-L, z—b.
g9(z)

Lésung:

(a) Nach der Regel von I'Hospital aus (b) gilt

T—r00

—> 00
2 2x 2
. ln(x + 3) I’Hospital . z2+3 . z .

hmi = llmfZthzi:2hm 3:2
T—00 ln(x) T—00 L z—o00 T4 + z—00 | + ol

&Tr—r 00 x

——c0 N~~~

#0 fur x#0



(b) Nach der Regel von 'Hospital aus (a) gilt

rz—1 rz—1

=750 —0
- — . ~— 9
1+ cos(mx) PHospital ,, —msin(nz) . sin(7x) Hospital 5., cos(mx) w
11m 2 = 11m = —T hm = —1TT 11m = .
=1 — 2z +1 z—1 2z —2 z—1 20 — 2 =1 2 2
—_—— —— —_—— \,04
amd 10N #0 fir #0 221, #

(¢) Sinus ist fiir jedes z > 0 auf [\/z, v + 1] stetig und auf (/z, vz + 1) differenzierbar. Nach
dem Mittelwertsatz, existiert ein &, € (/x, v/« + 1) mit

sin(vz) —sin(vez +1) = — (sin(vz + 1) —sin(v/z)) = —cos(&) (Vo + 1 — V)
= —cos(&y) (WU) = —cos(&,) <1>
U\Vr i+ o U \Vat T+ va)

Folglich
|sin(v/z) — sin(vVz + 1)| = |—cos &)l ‘ 0,
vexs wav
also
lim (sin(v/z) — sin(vVz + 1)) = 0.
T—00
(d) Nach der Regel von I'Hospital aus (a) gilt
xT—T O
lim sin(sin(z)) I'Hospital 1. cos(sin(z)) cos(z) _
T—T T —1T T—T 1
~—
T 0 #0
(e) Nach der Regel von I'Hospital gilt
z—0 z—0
—0 —0
—— sin(3x) —
. 1H(COS(3$)) IHospital .. " “cos(3z) 3 . tan(3m)
lim —————= = lim ———~ =_1
2—0 In(cos(2z)) @—0 _sin(2z) 2 2—0 tan(2x)
z—0 COS(2J") x—0
~—=0 —_—— =0

#0 fir x¢ 572

l’HOﬂ)ital § 3(1 —i—tan (3 )) g
2z 02(1+tan (2z)) 4
—_——
#0

(f) Logarithmus ist fiir jedes > 1 auf [z,1 + V1 + 22| stetig und auf (z,1+ V1 + 2?) diffe-
renzierbar. Nach dem Mittelwertsatz, existiert ein &, € (z,1+ V1 + 22) mit

:L‘(ln(l—}—\/l—l—:z:z)—ln(x)) = (1—|—\/1—|—:L‘2—:U>: (1—1—\/14—:52 )

& 3

x 1
§x<1+\/1+x2+\/x7>'



Ferner ist
1 T x

T

gle wegen T <& <141+ a2
x

und damit ist lim, .o 6% =1 als Folgerung aus dem Einschniirungssatz. Deshalb ist

. . T 1
e (i (10 VTE2) i) = (1 )
1
_ I T\ I
($l>rgofz> <zl—>nolo(1+,/1_|_x2+1/$2)>

= 1.
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