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Aufgabe 68:

(a)

Es sei ¢ irgendeine Zahl zwischen f’(a) und f’(b). Fiir die Funktion g mit
9(x) = f(z) —cx

ist dann zu zeigen, dass ihre Ableitung ¢’ in (a, b) den Wert 0 annimmt. Nach Voraussetzung
liegt 0 zwischen ¢’(a) und ¢'(b), so dass wir etwa annehmen kénnen:

g (a)>0 und g¢'(b) <O0.

Die stetige Funktion g besitzt nun in [a, b] ein Maximum; wir zeigen, dass dies nicht in den
Endpunkten liegen kann: Wiirde ndmlich in einer (rechtsseitigen) Umgebung von a

g(x) < g(a)

gelten, so wiirde ¢’'(a) < 0 folgen. Entsprechend ergiibe sich aus

g(x) < g(b)

in einer (linksseitigen) Umgebung von b fiir die Ableitung ¢'(b) > 0.

Also wird das Maximum von g im Innern des Interval angenommen. Dort muss ¢’ den Wert
0 annehmen und also f’ den Wert c.

Bemerkung: Wenn wir ¢’(a) < 0 und ¢’(b) > 0 annehmen, dann suchen wir ein Minimum
in ¢ € (a,b).

Wir haben die Taylorpolynom

o=s (52 e () (50 5 ()

achy

,z},max { ¥ 2}). Fiir z = 2 und 2 = y haben wir
o= (152) o1 (142) (=) S e )
0= (52) 1 (532) (- 55) - L2 o-32)

Wir addieren diese Gleichungen

Fla)+ fy) = 2f <“y> ¢ L) <$;y>2.

mit ¢ € (min

f ist zweimal differenzierbar deshalb f/(z) differenzierbar ist und von (a) existiert z zwi-

schen ¢; und ¢y so, dass w = (2).
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(c) Wir nehmen die Teil (b) und benutzen die Substitution z = a + h und y = a — h, dann

fla+h)+ fla—h) = f(a)

1) = -

mit z € (a — h,a + h). Limes aus die oberige Gleichnug ist

lim f"(z) _ f"(a) — lim f(a + h) + f(a B h) — f(a)

h—0 h—0 h2

wo wir die Stetigkeit von f”(x) benutzt haben.

Aufgabe 69:
Wir zeigen, dass fi(z) = z — 1 —In(z) und fo(z) = In(z) — 14 2 positiv sind. Die Ableitungen
sind

1

@) = ;(f— 1)

Beide Funktionen haben Minimum in z = 1, weil f;(z) < 0 fir 0 < < 1 und f;(z) > 0 fiir
1 < z. Die Minimum sind f(1) = 0 = f(2) und deshalb fi(z) > 0 und fao(z) > 0 Vo € R™.
Bemerkung: fi1(z) = fa (%) O

Aufgabe 70:

(a) Wir nehmen zwei Intervalen Rt und R™. Die Ableitung von f fiir z # 0 ist

fl(z) = %GXD (—;2) :

Dann haben wir, dass f(z) eine steigende Funktion fiir > 0 ist und dass f(x) eine fallende
Funktion fiir x < 0 ist. Dann Minimum ist in z = 0, weil f eine stetige Funktion ist.

b) Wir zeigen mit Induktion, dass (™ (z) = Ps, (L) exp (—2) wo Psn(2) ist ein Polynom von
g ) T p T Y
Grad 3n. Wir wissen, dass stetige Funktion mit gleichen Ableitungen von links und rechts
in ¢ die Ableitung in ¢ hat. Wir zeigen die Existenz von der Ableitung mit Induktion.

e [nduktionsanfang (IA):
Von (a) haben wir f'(z) = %exp (—%), x # 0. Die Funktion f ist stetig, weil
lim, 0,220 f(2) = f(0). Die Ableitung von links in 0 ist lim,_o_ f'(2) = 0 und von
rechts lim, o, f'(z) = 0.

o Induktionsschluss (1S):
Sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte die Induktionsvoraussetzung (IV)

FM(z) = {P% (%) exp (_%2) f?u“ x # 0,
0 fir x = 0.



Dann gilt fiir n 4+ 1 und z # 0

o= = <fs (2w ()7 () 3w ()

Wir konnen schreiben

lim f™(z) = limPs, <;> exp (_532> B hmoop?m (m)exp (=m*) =0,

z—0 z—0 m—
lim fOt(z) = lim Papis <1> exp (—2) =0,
z—04 z—04 X x
lim f(”+1)(x) = lim Psuy3 <1> exp <—12> =
z—0_ z—0_ X X

Dann haben wir f*+1(0) = 0.

(¢) Die Taylorpolynom ist T, (f,0) = 0 aber es konvergiert zum f nur fiir f = 0. Die Problem
ist, weil f keine analytische Funktion ist.

O

Aufgabe T1:

(a) Wir nehmen die erste Termen von Taylorreihe fiir

x2 b a8
T 10
cos(z) 5t 91 720 Taos0 T )
2 3 4
Yy Yy Yy 5
m(l4y)=a—L+L L .
n(l4+y)== 2+3 4+0@)
: _ _ﬁ ﬁ o z0 z8 10
Dann haben wir y = —% + §; — 255 + 70590 + () und

4 8

51)2 T 51)5 T 2
z2 z? 8 28 (_7 t31 70 T 40320)
In(l+z)=(-2 4+ -2 4 - 5

2 24 720 40320

3 4
_z? et 2% af _z? et 20 af
2 24 720 40320 2 24 720 40320

- +0O(

+ 3 4

Wir nehmen nur Termen bis 28
_2 (1 af1 11 of 1
In(1+2) =z ( 2)+x (24 24)+x ( =50 2
Y S =
40320 2 \(24)2 " T2 720

_a2f 1 af 1 of 1 s 17 10
- ( 2>+$ ( 12>+$ ( 45)“5 ( 2520)+0($ )

(b) Wir nehmen die erste Termen von Taylorreihe fiir

z3 z°

: _ 7
sin(z) =z 5 + 130 +O(z").



Dann haben wir

3 s (.1‘ x3+ 3:5)3 (:L‘ $3+ x5>5
L _ z° x B T 6 T 12 T 6 " 120 7
sin(sin(z)) = <w 5 + 120) 5 + 190 + O(x")

g

Aufgabe 72:

(a) Die n-te Ableitung von sin z ist

sinz fir n = 4k,
firn=4k+1
(sinz)® = J 8T HIEm=AREL N
—sinx fiir n = 4k + 2,

—coszx fir n =4k + 3,

Die Taylorreihe ist T, (sin(z),0) = > o apa™ wo

% fiir n = 4k,
. % fir n =4k + 1, VE € N
" % fir n = 4k + 2, o
;—!1 fir n = 4k + 3,

Diese Reihe ist gleich zum 75,41 (sin(x),0) = Z?:o(_l)n% und den Rest kénnen wir

als Rop,+1(sin(x),0) = éi;’zg)!ﬁmﬁ mit copto € [—1, 1] schreiben. Die Reihe Ty, 41 (sin(z), 0)

ist konvergent fiir alle x € R aus Wiirzelkriterium fiir Potenzreihen, weil lim sup,, ,,, ¢ m =

0. Wir miissen auch zeigen, dass der Rest zum 0 geht. Es gilt

lim Rop41(sin(z),0) =0

n—oo

weil limy, oo %l =0,a€C.
(b) Die n-te Ableitung von cos x ist

cos T fir n = 4k,
—si firn=4k+1

(cosz)™ = S e + 5 Vk € No.
—cosz firn=4k+ 2,

sin z fir n = 4k + 3,



O

Die Taylorreihe ist T3, (cos(z),0) = >0 bpa™ wo

% fir n = 4k,
9 firn=4k+1
A R T\
-7 firn =4k + 2,
% fir n = 4k + 3,
Diese Reihe ist gleich zum Ty, (cos(z),0) = Z:L”:O(—l)"% und den Rest kénnen wir als
Rop(cos(x),0) = (gfg”jll)!xzmﬂ mit copy1 € [—1, 1] schreiben. Die Reihe T5,,(cos(z),0) ist

konvergent fiir alle z € R aus Wiirzelkriterium fiir Potenzreihen, weil lim sup,,_,, ¢ ﬁ =

0. Wir miissen auch zeigen, dass der Rest zum 0 geht. Es gilt

lim Ry, (cos(x),0) =0
n—oo
weil limy, 00 47 =0, a € C.
Die n-te Ableitung von sin x ist
sinx fir n = 4k,
firn=4k+1
(sin:x)(") =P e +h Vk € Np.
—sinx fiir n = 4k + 2,
—cosz fiir n = 4k + 3,

Die Taylorreihe ist Ty, (sin(z),2m) = >0 dy(x — 27)™ wo

% fir n = 4k,
L firn=4k+1
dy={m EREEE L e N
o firn =4k + 2,
:L—!l fir n = 4k + 3,

n (x72ﬂ.)2n+1

Diese Reihe ist gleich zum Thp, 41 (sin(z), 2m) = > (—1) CTESYI

wir als Rop,41(sin(x),2m) = (55::22)!(95 — 2m)?™ 2 mit cgpp2 € [—1,1] schreiben. Die Reihe
Tom+1(sin(z), 27) ist konvergent fiir alle x € R aus Wiirzelkriterium fiir Potenzreihen, weil
1

limsup,, ,o, ¥/ Gt = 0. Wir miissen auch zeigen, dass der Rest zum 0 geht. Es gilt

und den Rest konnen

lim Rop41(sin(z),27) =0

n—o0

weil limy, 00 41 =0, a € C.

Aufgabe 73:

(a)

Die Menge der Nullstellen von f ist N(f) = {1}. Also ist % auf D = R\ N(f) erklért.
Gesucht ist eine Potenzreihe Y 7 apz™ mit positivem Konvergenzradius r > 0 und

1 —
2_725 anx Ve e D: x| <.
e —2x+1 =



Multiplizieren mit dem Nenner der linken Seite liefert die dquivalente Aussage

oo > e

1 _ <Z anl,n—i-?) _9 <Z anxn—l—l) + (Z (lnl‘n>
n=0 n=0 n=0
. i~ > d

Inde;;Shlft (Z an_2xn> -2 <Z an—ll’n> + (Z CLnJ,‘n)

n=2 n=1 n=0
oo o [o.¢]
= (Z an_gm”> —2 <agm + Z an_la:"> + <ao + a1z + Z anac")
n=2 n=2 n=2

oo
= ag + (a1 — 2ap)x + Z(an,g —2ap_1 + ap)z" VeeD:|x| <r.

n=2

Beide Seiten dieser Gleichung sind eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius. Nach
Satz 11.15 des Skriptes (Koeffizientenvergleich) gilt

ap=1, a1 —2a0=0, Yn>2:ap_9—2an_1+a, =0

Die ersten fiinf Koeffizienten sind

ag = 1,

a = 2a1—ay=4—-1=3,
ag = 2a3—as=8—3=25.
ap = 2a9=2,

a3 = 200 —a1=6-—2=4,

Das legt die Vermutung a, = n + 1 fiir alle n € Ny nahe. Wir beweisen dies durch
vollstdndige Induktion iiber n.

IA (n =0): Klar.

IS (n ~ n+1): Sei n € Ny beliebig. Es gelte die (IV) ar, = k + 1 fiir alle k& € {0,...,n}.
Dann gilt fiir n 4+ 1 das Folgende. Ist n =0, so ist ap41 =a1 =2=(n+1)+ 1. Ist n > 1,
so gilt

1v)

Upt1 = 2ap, — Ap—1 2n+1)—(n—14+1)=n+2=(n+1)+1

Dies schliefit den Beweis der Vermutung ab.

Wir miissen noch sicherstellen, dass die gefundene Potenzreihe einen positiven Konvergenz-
radius hat. Nach der Formel von Cauchy-Hadamard gilt

1 1
*limsup, o, ]an] iMoo V/n 1

Fiir alle |z| < 1 gilt also

1>0.

r

1 o0
- = 1)z™.
T I DU
n=0
Die Menge der Nullstellen von f ist N(f) = {—3,1}. Also ist % auf D =R\ N(f) erklart.
Gesucht ist eine Potenzreihe > ° ; a,2™ mit positivem Konvergenzradius r > 0 und

1 ZOO "
x4+ 2x—3 o



Multiplizieren mit dem Nenner der linken Seite liefert die dquivalente Aussage

1 = (Zoan(x—i— 1)”) (z* +22 - 3) = (Zoan(:n—i—l)”) ((x+1)*—4)

(S (S
n=0 n=0
IndegShift (i an_g(a: + 1)71) —4 <a0 + CL1((I? + 1) + i an<$ + 1>n)
n=2

n=2

o
= —4a0—4a1(x+1)+2(an_2—4an)(:v—|—1)” VeeD:|z+1|<r.

n=2

Beide Seiten dieser Gleichung sind eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius. Nach
Satz 11.15 des Skriptes (Koeffizientenvergleich) gilt

—4a9g =1, —4a1 =0, Vn>2:a,_9— 4a, =0.

Damit ergibt sich induktiv

1 1 1\" 1"
ap = T aanzaz(n—l):"': 1 ap = — 1

1 1\"
a; = O7 Aop41 = 1(;,/2(77171)+1 — ... = 1 a] = 0.

Wir miissen noch sicherstellen, dass die gefundene Potenzreihe einen positiven Konvergenz-
radius hat. Nach der Formel von Cauchy-Hadamard gilt

1 1 1

T = = =
lim SUpP,, 00 n\/ |an| hmn—}oo 2n / (%)ﬂ—l—l hmn—>oo 2n %ﬁ

Fiir alle |z + 1| < 2 gilt also

=2>0.

1 = 1 2n
x2+2x—3:_z4n+1(x+1) :
n=0

O

Aufgabe 74:

(a) Wir nehmen die Taylorreihe —In(1 + z) = Zzozl(—l)"%. Beim Vergleichung haben wir

> AT
1) = 2
20 =d
n=1 n=1
ln
Es gilt, wenn # = —3. Dann In (1 — 1) = = 37>, 2



(b) Wir kénnen schreiben a = ¢ und a® = ¢ deshalb

emlna — i (:L‘lna)n )

n!
n=0
(c) Wir haben die Reihe
> 2np2ntl

—-1)" .

s() nz:%( VGt
Wir nehmen die Reihe ,
sin(xz) > n "
r 7;)( ) (2n+ 1)

Die Ableitung von oberiger Reihe ist

sin(:c) /_ = 1) $2n /_ 1 = 1 2n+1 562” ,_ = 1 n2nm2n_1 —
() = (S @) = (X ) = SO0 G = e

Wir miissen beweisen, dass wir die Reihe ableiten kénnen. Man muss zeigen, dass w(x)
gleichméBig konvergt in (a,b) und dass die Reihe (Z;’;d—l)”%) fiir ein = € (a,b)
konvergiert. Wir haben beide Eigenschaften mit Interval (—1,1) von Weierstrafische Majo-
rantenkriterium mit > 00 ) 4 < occ.

Wir benutzen

o0 2n+1 0 2n+1
n 2NnT n 2nT 9

s(x) =) (-1) T ;(—1) =Y w(z).

n=0

. /!
Dann haben wir s(z) = 22 (%) = z cos(z) —sin(z) und s () = 0.2 cos(0.2) — sin(0.2).
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