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Aufgabe 75:

a) Unendliches Integral [~° f von einem positiv stetige Funktion konvergiert, wenn eine stetige
gral [, p g g g
Funktion ¢ existiert so, dass 0 > f < g und [ g konvergiert. Die Funktion to=le=3

konvergiet zum 0 als ¢ — oo deshalb existiert ein ¢y so, dass tr=le=3 <1 fiur t > tg. Dann

o0 to e’} to (o) .
/ > letat = / t“letdt—i—/ txletdtg/ txldt+/ e~ 2dt
0 0 to 0 to
i t\ 1%
= 5], #[ee (3)
T o 2 to

(b) Partielle Integration liefert

Mx+1) = 7 et dr'E [—t%t]g"—/ —(x)tﬂ”letdt:0+:c/ t" e tat
"= =10 ’ ’
= zl'(z)

(c) Wir beweisen dies durch vollstindige Induktion iiber n.

IA (n = 1): Partielle Integration liefert

rQ2) = t et dt [—tet]?—/ —etdt:0+/ e tdt=1.
0 0 0
—9(t) =F'(t

IS (n ~» n+1): Sei n € Ny beliebig. Es gelte die (IV) I'(k+1) = k! fur alle k € {0,...,n}.
Dann gilt fiir n + 1 das Folgende

'n+2)=n+1)I'(n+1)=Mn+1)n!=(n+1)!,
wo wir den Teil (b) benutzt haben.

(d) Es gilt nach der Substitutionsregel

© i P 00 e o
/ tT2etdt = / s eSQSds:Z/ e *ds =+/m.
0 0 0

dt _
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Aufgabe 76:

(a) Wir benutzen die folgende Abschitzung

ct+k+1
fle+k+1)= min }f(:c)g/ f(z)dz < max  f(x)= f(c+k),Vk,n € N.

z€[ctk,c+k+1

c+k x€[ctk,ct+k+1]

Die Funktion f(x) is monoton fallende deshalb gelten f(z +k) = min,c(cqk cqr41] f(*) und
flx+k+1) =maxelerketrhs1) f(2). Dann gilt auch

N

E min

P xe[o—i—k,o—&—k—&—l]

/ fa

ct+k+1 N o petk+1 N
(@) /+k 1dm§2/+k f(x)d:n:/ f(@)dz =

k=0

c+k+1 c+k+1
x)dx < g max T / ldz .
/ xe[c—i—k ct+k+1] ( )

k=0 ctk ct+k

Wir haben die Ungleichung

N N N
Zf(c+k+1)§/ f(x)dx Z fle+k).
k=0 ¢ =

und auch

N
N, 2

N N
< li < 1i .
(c+k+1)_]\}gnoo/c f(x)dx_ngnOOkZOf(Hk)

Die Folgen Zk o flc+k) f f(z)dz sind monoton wachende. Wir wissen, dass alle be-
schrénkte monotone Folgen konvergent sind. Ob [7° f(«)dx konvergiert, muss auch Y27 f(k)
konvergiert und umgekehrt.

. . o d
(b) Wir zeigen, dass [,
Substitutionsregel

(c) Wir zeigen, dass [,
Substitutionsregel

J,

O

Aufgabe 77:

FEzistenz:

il (a). Es gilt nach der

0 dl’ In x=t e dt 0o
= — =[Int];, =00.
o wlnw de_1 fi5 1

W konvergiert und wir benutzen den Teil (a). Es gilt nach der

de =t /°° [ ] 1
Inxz)l+e %f_:% Ing t1Te € o €(In2)¢’



0.b.d.A die Funktion f ist wachende. Dann von Voraussetzung ist auch f~! stetig und streng
monoton wachende. Es gilt xg = f~1(yo). Wir schreiben zj, = f~!(yo + h). Dann haben wir
S 'yo+h)—fHyw)  an—ax0o 1

h Fan) — flwo)  Tl)=fGo) -

Th—0

Wir nehmen das Limes h — 0. Wir wissen, dass limj,_,qx;, = z¢ gilt, weil f~! stetig ist. Die
Grenzwert am rechte Seite existiert und ist beschrinkt von die Voraussetzungen.

Formal Berechnung:
Wir benutzen die Kettenregel mit y = f(f~!(y)). Wir haben

dy f(f_l(y)) 10 p—1 —1y/
=4 A
g 2 = G WY W)
und auch
1 1
F (o) = - = :
00 = BT ~ o)
Il
Aufgabe 78:
(1) m =0 (ﬁ) fir x — 0 und m =0 (ﬁ) fir x — oo. Somit das Integral
konvergent.
Man kann auch den Wert auch bestimmen, durch Substitution: g(z) = /z, ¢'(x) = ﬁ
Somit ist
© d > 2¢/(x)d 9(0) 24
/ $:/ WQ):B:/ 7y2:[2arctany]8°: (E—(]):?T,
o Vr(l+z) Jo 14+g%x) Jyoy 1+v 2
da lim, o arctanz = § (daraus folgt niturlich auch schon die Konvergenz).
(ii) Fir z — oo gilt wegen coshz = O(e"), dass \/# =0 <e_%). Also integrierbar bei
+00.
Motivation: In der Nahe der 0 gilt coshx ~ 1+ %, also \/ﬁ = g +o(z™h), z = 0.
Beweis: Fiir z — 04 gilt lim, .o, 605{;7;—1 = lim, 0, Siggw 1H %
SOIl'llt ISt m = % + 0(33'_2)7 Tr — 0_|_ und damlt \/ﬁ = % + 0(33_1)7 T — 0_|_.

. . 1 ﬂz .
Insbesondere gibt es wegen dieser Konvergenz zu € = 5 ein § > 0, so dass TooshsT1 1] <

e = 1 fiir alle z € (0,0). Dies bedeutet, dass \/ﬁ > % fur alle x € (0,6). D.h.
/5 dx O dx
_— > =0,
o Veoshz —1 ~ Jo 2z
das Integral ist also nicht konvergent.

g

Aufgabe 79:
Wir halten zunéchst fest, dass jeder Integrand auf dem jeweiligen Integrationsintervall stetig
ist und deshalb auch integrierbar.



(i) Es gilt

2 1 2 1 2
/ t—1]dt = / \t—1|dt+/ |t—1|dt:/ (1—t)dt+/(t—1)dt
-9 -2 1 -2 1

t2 t=1 t2 t=2
= [t—] +[—t] =5.
2],y 2

(ii) Es gilt nach der Substitutionsregel
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— 21+ a)’, = 2(In(3) - In(2)) = 2In <Z’>

(iii) Es gilt nach der Regel der partiellen Integration

jus

51 1 1,17 1
/2 —t2 sin(2t) dt - [ cos(2t) - tQ] + - /2 t cos(2t)dt
02— 2 2 |, 2/

v ;

2 1 z
= 71TG + = /02 t cos(2t)dt.

Das verbliebene Integral wird wieder partiell integriert zu

/g b ocos2t)dt P (1 Lsin(2r) : 1/3‘T in(20)dt =  [cos(2)]7 = — 1
. ()COS = 2 Sin o 2 o Sin 4 COS =0 — 2
=) _p)

Insgesamt also
21 ™ 1
~t?sin(2t)dt = — — —.
/0 ot sin@0dt =35 =4

(iv) Es gilt nach der Substitutionsregel

4 2
/ arctan <\/ Vit — 1) dt 52282 / 2s arctan (\/s — 1) ds
1 =2s 1

dt
ds
s:ac_2+1

ds __
=2z

1
4/ (;U2 + 1)z arctan(z)dz.
0
Weiter gilt nach der Regel der partiellen Integration

1 14 9.2
/ 4(302 + 1)z arctan(z)dzr = [(m4 + 2m2) arctan(x)] ;lc:O N / udx
0 0

1422
_/1 (Ifa?)? -1,
0 1+fL’2

3
4
3 L | 1

= = dx — [ 1+ 2%
477—1—/0 1+x2x /0 + x°dx

3 _ 1,15 4
= g4 [arctan(z))’Z) — |z + za =7T—=.
4 3]0

~~

f'(@) 9(z)



(v) Die Nullstellenmenge des Sinuses ist 7Z. Also hat der Sinus fiir jedes k € Z auf [(k—1), k]
keinen Vorzeichenwechsel (Zwischenwertsatz). Folglich gilt

/( ::)ﬂ sin(t)| dt = /( ::)W sin(t)dt
= DF = ()E| = [DF (| =2,

= ’— [cos(t)]il(gg_nw

(vi) Es gilt nach der Substitutionsregel

/16 e /16

_ [ dz = [In(1 ! =In(2
= [ e = I+l = ().

(vii) Es gilt nach der Regel der partiellen Integration

P 7 vz 2 1
arcsin(t)dt arcsin(t) dt = [t arcsin(t)], 2, — / t- dt
| avesinge / aresin(t)dt = [taresin(®)Zy — [ - oy
=f (t) g(t)
V2 T / £ i
2 4 Jo Vi—#
Weiter gilt nach der Substitutionsregel
V2 V2 V2 1
2 t 2 1 9(7) 2 1
——dt = / 2t dt:/ f(x)da;_/ dx
/0 1t o =g(t) 9(0) 0o 2VI—x
=g'(t) PN
21— ¢
N————
=f(g(®))
o, 1
= —[Vi—z]2 =1-—.
[ =0 \@
Insgesamt also
2 V2 7 tz@ V2r V2
/ arcsin(t)dt:—-——k[\/l—t?} =— 4+ — -1
0 2 4 t=0 8 2
(viii) Es gilt
2tan (%
sin(t) = —— (5)

1+ tan? ()
fiir alle t € [5,27] C R\ m(2Z + 1). Folglich ist

1 1 + tan? (%) Vi e |:7T 2#]

sin(f)  2tan (%) 273



Es gilt nach der Substitutionsregel

/2; 1 3 1+ tan? %) t 2arctan (s) fl—FS 2 d
. s

t
sin(t) 2 tan ( % “__2, + s?

- / Ls = (e =1“§3)-
1

O
Aufgabe 80:
Wir halten zunéchst fest, dass jeder Integrand auf dem jeweiligen Integrationsintervall stetig

ist und deshalb auch integrierbar.

(i) Substitutionsregel liefert

1 s—1 3
1 1 3 81 -1
3 3 4
/ (1+2t) dt 12_2 2/ SdSzé[S ]SZIZTzlo.
0 ds_§ 1
(ii) Partielle Integration liefert
e t2 t=e e t2 1 2 1 e 2 1
t log(t)dt = [ log (t )} - dt:e—/ I ——
1 \/V/ =1 1 2 t 2 2 1 2 4 t=
=1"(t) =g(t)
e2+1

4

(iii) Die Technik des ,Scharfen Hinsehens“™zusammen mit der Substitutionsregel liefert

=g(t)
2 t3 1 2 t2 1 4
[t = M aas [
1 (1+1¢2)2 21 (14+2)2 7 21 (1+4u):
—— T =g'(t)

=f(g(t))
1 [+ 1 1 1[4 1 1
/ +553_ 3dx:/ 1 de
21 1+2)2 (142): 21 1+2)2 (142):
e Ly L]
= 2/, Y Y Y= WYly=2 NG

&=l
B 11 6V6 3V2
= \[_\/%FE_E*T_T

y=2

(iv) Fiir den Integranden gilt per Definition

1 4 4
= = vt > 0.

sinh(t) cosh(t) (el —e~t)(el +e7t)  e2 —e-2




Daher bietet es sich an, die Substitutionsregel zu verwenden. Man erhélt

log(7) log(7)
2

1 2 4 = 1n(s) 7 1 1 7
o3 - sinh(t) cosh(t) g3 e —e dt_1 s s—+ 3

7 7
2 1 1
/3 G-Ds+1) /3 s—1 s+10

= [log(s — 1) — log(s + DI{=] = [log < . 1>] B

s+1)],5
3 1 3
= log <4> — log (2> = log <2> .

ds

s2—1

(v) Die Technik des ,Scharfen Hinsehens“™zusammen mit der Substitutionsregel liefert

1
/1 b 1/1 (=8 .. _ Vo—4r| 3 Vb 3-+6
0 V9 —4t? 8 Jo V9 — 4t? 4 =0 4 4 4
(vi) Partielle Integration liefert
g . s 5 .
/4 t -cos(t)dt 2 [tsin(t)],L, — /4 sin(t)dt = T, £ + [cos(t)],L
0 S~ 0 4 2
=9(t) =f (1)
2W+Q L V2Ar+4) -8
8 2 8

(vii) Es gilt

1 1 1 1
2t 2(t—-1)+1 /2 /2 1
dt = —dt = — 1—tdt + dt
/0 1—¢ /0 1—¢ 0 vi-i o V1—t

2 313 1 12 8 —5v2
= = 1—t2} oV —f]? =2 +2-V2=
3 [( ) =0 [ t=0 3\/5 3 \f 6
(viii) Substitutionsregel liefert
/'°g§3) ¢! +3 . t=in(s) /Vg s+3 1, /ﬁ L /Vg Ly
— . S = S —F——ds.
_loe@) e2t 41 a1 1 s241 s 11482 1os(s2+1)
2 ds ™ s V3 Vel 73
Das erste Integral ist
V3o
/ ds = [alrctan(s)]‘/_g , = r.r_1n
1 1452 s=2% 3 6 6
73

Fiir das zweite Integral beobachtet man (Partialbruchzerlegung)

1 1 s

s(s2+1) s s2+41

Vs € R\ {0}



und folglich

Vi
| st -
a1os(s?2+1)

V3

log(3)

Insgesamt folgt [ 1§g2<3>

et+3

- 1+ 52 =7 =
In(3) — = (2In(2) — 21n(2) + In(3)) = mf’).
3In(3).

e2t41

dt ==+
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