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HOHERE MATHEMATIK FUR DIE FACHRICHTUNG PHYSIK

LO6suNGSVORSCHLAGE zuM 1. UBUNGSBLATT

Avurcask 1 (Usune)
Seien A und B beliebige Aussagen. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen wahr sind.

a) AV -A. b) Ao —(-A).

c) AeB) o [(A=B)A(B=>A)]. d) -(AAB)< (-=AV -B).

e) -(AV B) < (-AA-B). f) (Pallunterscheid.) [(A =S B)A(-A=> B)] < B.

g) (Kontraposition) (A = B) & (—|B = —|A). h) (Widerspruchsbeweis) (A = B) =4 —|(A A —|B).
LOSUNGSVORSCHLAG

Da alle logischen Verkniipfungen uiber Wahrheitstabellen definiert sind, arbeiten wir mit diesen,
um alle Aussagen rigoros zu beweisen, selbst wenn einige nattuirlich "logisch" erscheinen. Wir
beginnen immer mit allen vier Moglichkeiten fiir den Wahrheitsgehalt von A und B, um danach in
Kleinstschritten den Wahrheitsgehalt der auftretenden Verkniipfungen zu bestimmen.

A|W | F
a) -A F A%
AV-A | W | W
A|W]| F
-A| F | W
b) ~(-A) |[W | F
AC>—|(—|A) W | W
A|W|W| F | F
B|W| F |W]|F
AsB|W| F | F | W
c) A=>B|W | F | W W
B=>A|W|W|F|W
(A>B)A(B=>A) | W| F | F | W
(AeB)e[(A=BAB=A)] | W | W W W
AW | W]| F | F
B|W|F |W|F
AANB|W | F | F | F
d) -(AAB) | F |W | W | W
-A| F | F | W|W
-B| F |W| F | W
-AV-B| F |W | W | W
~(AAB)& (-AV-B) | W | W | W | W
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AuUrGABE 2 (TuTOoRIUM)

a) Seien A, B und C beliebige Aussagen. Stellen Sie fur die folgenden Aussagen Wahrheit-
stafeln auf, um zu entscheiden, wann diese wahr sind. Ist (ii) wahr fir die Aussagen A: "5
ist eine Primzahl.", B: "Vladimir Putin ist Prasident der USA." und C: "Die Hauptstadt von
Norwegen ist Stockholm."?

(i) (A= B)V (A= -B). (ii) [([A=>C)V(B=C)]=[(AVB)=C].

b) Formalisieren Sie die folgenden Aussagen, sodass sie aussehen wie in a). Danach negieren
und vereinfachen Sie die Aussage, um sie zuletzt wieder in Umgangssprache zu tibersetzen.

(i) Die Physikstudenten geben nicht auf, solange sie die Aussagen nicht sowohl negiert
als auch uibersetzt haben.

(ii) Es gibt einen Dozenten, der allen Studenten unsympathisch ist oder dem alle Studen-
ten unsympathisch sind.



LOSUNGSVORSCHLAG

a) Wir gehen vor wie in AurGase 1 und lesen am Ende ab, wann die Aussage wahr ist.

AW |WI[F][F

B|W|F |W]|F

B| F|W|F | W

A=>B|W | F |W|W
A=>-B|F |W|W|W
(ASB)V(A>-B) |W |[W | W | W

Mit der logischen Definition der Implikation ist es also tatsachlich so, dass aus jeder
beliebigen Aussage jede beliebige andere Aussage oder deren Verneinung gefolgert werden
kann.

A
B

C

A=C

B=C

(A=C)v(B=C)

AVB

(AVB)=C

[(A=>C)V(B=C)]=[(AVB)= C] F

Die Aussage ist demnach genau dann falsch, wenn C und entweder A oder B falsch sind,
was bei den gegebenen Beispielen (offiziell) der Fall ist, womit (ii) hier nicht wahr ist.
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Wir benutzen die Aussagen A: "Die Physikstudenten geben auf.", B: "Die Physikstudenten
haben die Aussagen negiert." und C: "Die Physikstudenten haben die Aussagen tubersetzt."
Damit lautet die logische Schreibweise der gegebenen Aussage

—|(B A\ C) = —A.

Die Negation dieser Aussage lautet (wobei wir zum Vereinfachen Aurcase 1 b) und die
Negation von h) verwenden)

—|[—|(B A\ C) = —|A] (=4 [—|(B A C) AN —|(—|A)] L= [(—|B \Y —|C) A A]

In Umgangssprache iibersetzt ergibt sich: "Die Physikstudenten geben auf, obwohl sie die
Aussagen nicht negiert oder nicht iibersetzt haben."

Wir verwenden die Aussageformen A(d,s): "Dozent d mag den Studenten s." und B(d, s):
"Student s mag den Dozenten d." Die gegebene Aussage ubersetzt sich zu

Ad : (Vs : —A(d,s)) V (Vs : =B(d, s)).

Negieren wir diese Aussage und verwenden Aurcase 1 e) und b) sowie die Regeln zum
Negieren von Quantoren aus der Vorlesung, so ergibt sich

—[3d : (Vs: =A(d,s)) vV (Vs:=B(d,s))] © Vd : =[(Vs: =A(d,s)) V (Vs : =B(d,s))]
o Vd:—(Vs:=A(d,s)) A—(Vs:=B(d,s))
o Vd : [ds:~(-A(d,s))] A [ds: ~(—=B(d,s))]
o Vd:(ds: A(d,s)) A(ds: B(d,s)).



Dies bedeutet wiederum "Zu jedem Dozenten gibt es einen Studenten, den er sympa-
thisch findet und einen Studenten, der ihn sympathisch findet." (nicht notwendigerweise
derselbe Student!)

Aurcask 3 (Usunag)

a) Beweisen Sie die zweite De Morgansche Regel: Fur beliebige Mengen M;, M, und Q gilt

Q\(M;NM;) =(Q\M;)U(Q\M,;).

Hinweis: Die De Morganschen Regeln gelten auch fiir mehr als zwei Mengen M;, i € I,
wobei I eine beliebige Indexmenge ist.

b) Bestimmen Sie alle Elemente der Menge Pot(Pot(Pot(®))).

c) SeineNund nZ:={nz: z € Z}. Zeigen Sie, dass durch

ZRw & (z—wenZ)

fir z,w € Z eine Aquivalenzrelation R gegeben ist. Bestimmen Sie die Aquivalenzklasse
[0]g. Wie viele verschiedene Aquivalenzklassen von R gibt es?

LOSUNGSVORSCHLAG

a)

c)

Wie beim Beweis der ersten De Morganschen Regel in der Vorlesung zeigen wir, dass die linke
Menge in der Rechten enthalten ist und umgekehrt, um die Mengengleichheit zu zeigen.

C: Seix € Q\ (M; NM,). Dann ist x € Q und x nicht gleichzeitig in beiden Mengen M; und M,.
Somit ist x in Q und nicht in M; oder in Q und nicht in M,, also x € (Q \ M;) U (Q \ M>).

2: Seix e (Q\M;)U(Q\M;). Somit ist x in Q und gleichzeitig nicht in M; oder nicht in M,.
Also ist x in Q und nicht in beiden Mengen M; und M,, also nicht in M; N M,. Folglich ist
X e Q\(Ml mMz)

Die Potenzmenge einer Menge beinhaltet alle ihre Teilmengen. Wir bemerken, dass die leere
Menge eine Teilmenge jeder Menge ist. Somit ergibt sich

Pot(2) = {@).

Nun haben wir eine Menge, die genau eine Menge beinhaltet, namlich die leere Menge. Alle
Teilmengen dieser Menge sind diese eine Menge und wieder die leere Menge, womit

Pot(Pot(@)) = {@,{2}}.

Nun beinhaltet die Menge genau zwei Mengen, die beides Teilmengen sind. Hinzu kommt
wieder die leere Menge und die Menge, die beide Mengen umfasst. Deshalb ergibt sich
schliefilich

Pot(Pot(Pot(2))) = {2, {2}, {{2}}, {2, {2}}}-

Hinweis: Die Potenzmenge Pot(M) einer Menge M hat immer 2MI Elemente, wobei |[M| die
Anzahl der Elemente in M ist.

Wir zeigen, dass die Relation reflexiv, transitiv und symmetrisch ist. Sei n € IN fest.



Reflexivitat: Fur z € Z gilt zRz, daz—z =0 € nZ.
Transitivitat: Seien z, w,v € Z mit zRw und wRv. Also existieren ganze Zahlen k,[ € Z mit

z—w=n-k, w—v=n-l

Somitgiltz—v=(z-w)+(w—-v)=n-k+n-l=n-(k+1)enZ, also zRv.
Symmetrie: Seien z, w € Z mit zZRw. Also existiert eine ganze Zahl k € Z mit z—w = n - k. Somit
gilt w—z=mn-(-k) e nZ, also wRz.

Insgesamt haben wir also gezeigt, dass R eine Aquivalenzrelation ist. Die Aquivalenzklasse
[0]g ist nun die Menge aller ganzen Zahlen, die in Relation zu 0 steht, also

[0lr={z€Z: zenZ}=nZ={...,-2n,-n,0,n,2n,...}.

[0]g beinhaltet also jede n-te ganze Zahl und insbesondere die Null. Analog enthalt [k] jede
n-te ganze Zahl und insbesondere die Zahl k. Somit wiederholen sich die entstandenen Mengen
alle n Schritte, zum Beispiel [n]g = [0]g. Deshalb existieren n verschiedene Aquivalenzklassen
von R.

AurGase 4 (Tutorium)
a) Seien M; und M, beliebige Mengen. Zeigen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen.

(1) M1 Q M2, (11) M1 an = Ml, (111) Ml UM2 = Mz.

b) Entscheiden Sie, welche der folgenden Relationen R Aquivalenz- bzw. Ordnungsrelationen
sind. Dabei seien M und N nichtleere Mengen sowie (zy,77) und (z,,1,) Elemente aus
Z xN.

(i) MRN :& (M C N). (i) MRN :& (M NN = @).

(111) (Zl,ﬂl)R(Zz, 1/12) & 21Ny = 2ZpNy.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Wir wollen zeigen, dass
(i) & (ii) © (iii).

Nach Aurcase 1 ¢) ist dies gleichbedeutend damit, die vier Implikationen (i) = (ii), (ii) = (i),
(ii) = (iii) und (iii) = (ii) zu beweisen. Die Alternative dazu, die wir hier durchfithren werden,
ist der so genannte Ringschluss. Wir beweisen

(i) = (ii) = (iii) = (i).

Jede der vier verlangten Implikationen kann nun durch eine oder mehrere so bewiesene Im-
plikationen gezeigt werden. Zum Beispiel gilt (iii) = (ii) wegen (iii) = (i) = (ii). Einerseits
ersparen wir uns so quantitativ eine Implikation (drei statt vier), andererseits kann es vorkom-
men, dass eine Implikation wie (iii) = (ii) schwieriger zu beweisen ist als die Implikationen,
die wir tatsachlich beweisen beim Ringschluss.

(i) = (ii): Sei My C M,, also gilt fur jedes x € My auch x € M,. Die Mengengleichheit in (ii)
zeigen wir wieder, indem wir beide Inklusionen zeigen.
Sei x € M1 N M,. Dann gilt x € M; und x € M,, also insbesondere x € M;. Sei nun x € M;. Dann



ist nach Voraussetzung auch x € M, und damit x € M; N M,.

(ii) = (iii): Sei M; N M, = M. Sei x € M,. Dann gilt sofort x € M; UM,, da hierfir nur x € M,
oder x € M, gelten muss. Sei nun x € M; U M,. Ist x € M,, dann ist nichts zu zeigen. Ist x € My,
dann ist nach Voraussetzung x € M; N M,, also insbesondere x € M,.

(iii) = (i): Sei My UM, = M,. Sei x € M;. Dann ist insbesondere x € M; U M,, was nach
Voraussetzung M, ist, also x € M, und somit M; C M,.

b) (i) Rist eine Ordnungsrelation.
Reflexivitat: Fiir eine beliebige Menge M gilt M C M.
Transitivitat: Seien M, N und P Mengen mit MRN und NRP, also M € N und N C P. Sei
x € M. Dann gilt nach der ersten Inklusion x € N und damit nach der zweiten Inklusion
x € P. Also gilt M C P, also MRP.
Antisymmetrie: Seien M und N Mengen mit MRN und NRM, also M C N und N C M.
Per Definition gilt also M = N.

(i) Rist weder Ordnungs- noch Aquivalenzrelation, denn R ist nicht Transitiv. Aus MNN = @
und N NP = @ folgt nicht automatisch MNP = @. Beispiel: M ={1,2}, N ={2,3}, P = {3,4}.

(iii) R ist eine Aquivalenzrelation.
Reflexivitat: Fur ein beliebiges (z,n) € ZxIN gilt (z,n)R(z, n) wegen der trivialen Gleichheit
zZ-n=2z-n.
Transitivitat: Seien (zy,11), (22, 13), (23, 13) € ZxIN mit (zq, n1)R(zy, 1) und (2, 17)R(z3, n13),
also zyn, = zyny und z,n3 = z3n,. Dividieren wir auf die erste Gleichung durch n;1, und
die zweiten durch n,n3, so erhalten wir

a_xn_zs

np N ”3'

Nun benutzen wir die Gleichheit des ersten und dritten Terms und multiplizieren diese
mit nyn3, womit wir zyn3 = z3ny, also (z1,n1)R(z3, n3).

Symmetrie: Seien (z1,n1),(23,1;) € Z x N mit (zq,n;)R(z,,n,), also z;n, = zon;. Drehen
wir die Gleichung um, so sehen wir sofort, dass (z,,1,)R(zy, n7).

Aurcask 5 (Usung)
Es seien X, Y und Z Mengen sowie f : X = Y und g: Y — Z Abbildungen, deren Komposition

wir mit go f =: h: X — Z bezeichnen.
a) Beweisen Sie die folgenden Aussagen.
(i) Sind f und g injektiv/surjektiv/bijektiv, so ist auch h injektiv/surjektiv/bijektiv.
(ii) Ist h surjektiv, so ist auch g surjektiv.
(iii) Ist h injektiv, so ist auch f injektiv.
b) Widerlegen Sie die folgenden Aussagen durch je ein Gegenbeispiel.
(i) Ist h injektiv, so ist auch g injektiv.

(ii) Ist h surjektiv, so ist auch f surjektiv.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) (i) Wir beginnen mit der Injektivitdt. Seien dazu x1,x; € X mit h(x;) = h(x,). Dies bedeutet
2(f(x1)) = g(f(x2)). Da g injektiv ist, folgt f(x1) = f(x;). Da f injektiv ist, folgt x; = x,.
Somit ist h injektiv.



Fur die Surjektivitat sei z € Z. Da g surjektiv ist, existiert ein y € Y mit g(y) =z. Da f
surjektiv ist, existiert ein x € X mit f(x) = y. Damit gilt h(x) = g(f(x)) = g(y) = z, womit h
surjektiv ist.

Sind f und g bijektiv, so sind sie insbesondere injektiv und surjektiv, womit nach dem
bisher bewiesenen auch h injektiv und surjektiv ist. Somit ist & bijektiv.

(ii) Seiz e Z. Da h surjektiv ist, existiert ein x € X mit h(x) = z, also g(f(x)) = z. Damit haben
wir also mit y := f(x) ein Element aus Y gefunden mit g(y) = z. Somit ist g surjektiv.

(iii) Seien xq,x, € X mit f(xq) = f(x;). Dann gilt h(xy) = g(f(x1)) = g(f(x2)) = h(x;). Da h
injektiv ist, folgt x; = x;, also ist f injektiv.

b) Sei X=Z={1},Y={1,2}, f(1) = h(1) =1, g(1) = g(2) = 1.

(i) histinjektiv, da im Definitionsbereich sowieso nur ein Element liegt. g ist nicht injektiv,
da beide Elemente aus Y auf denselben Wert im Wertebereich, namlich 1, abgebildet
werden.

(ii) hist surjektiv, da alle Elemente im Wertebereich erreicht werden. f ist nicht surjektiv, da
kein Urbild von 2 unter f existiert, f(X) = {1} = {1,2} =Y.

AuUFrGABE 6 (TuTORIUM)

a) Seien M; :={1,2,4} und M, :={3,5,7,11}. Geben Sie, wenn mdglich, eine injektive, eine
surjektive und eine bijektive Abbildung von M; nach M, bzw. von M; nach M; an und
begriinden Sie andernfalls, warum eine solche nicht existiert. Was miussten zwei endliche
Mengen erfiillen, damit eine bijektive Abbildung zwischen Ihnen existiert?

b) Zeigen Sie, dass die Funktion f, gegeben durch

FIRV(0,1) > R\(0,1),  f(x)=1+—

’

1-x

bijektiv ist.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Eine injektive Abbildung muss alle Element des Definitionsbereichs auf unterschiedliche
Elemente im Bildbereich abbilden. Bei endlichen Mengen funktioniert dies genau dann, wenn
der Bildbereich mindestens so viele Elemente hat wie der Definitionsbereich. Deshalb gibt es
keine injektive Abbildung von M, nach M;. Eine injektive Abbildung von M; nach M, ist zum
Beispiel gegeben durch

f(1)=3,f(2)=5,f(4)=7.

Bei einer surjektiven Abbildung das Bild der Funktion der gesamte Wertebereich sein, also
miussen alle Elemente des Wertebereichs durch die Funktion getroffen werden, wenn wir die
Elemente des Definitionsbereichs einsetzen. Bei endlichen Mengen funktioniert das nur, wenn
der Definitionsbereich mindestens so viele Elemente hat wie der Wertebereich. Deshalb gibt es
keine surjektive Abbildung von M; nach M,. Eine surjektive Abbildung von M, nach M ist
zum Beispiel gegeben durch

g(3)=1,¢(5)=1,4(7)=2,¢(11) = 4.

Da wir fur die eine Richtung eine surjektive Abbildung und fiir die Andere eine Injektive
ausschliefSen konnten, kann keine bijektive Abbildung zwischen den beiden Mengen existieren.
Dafiir mussten - gemafS obigen Beobachtungen - beide Mengen gleich viele Elemente besitzen.



b) Wir beginnen mit der Injektivitat. Seien x,y € R\ {0,1} und f(x) = f(v). Es gilt

- X y x _ Y
f(x)_f(y)©1+1_x_1+1_y<:>1_x_1_y

Sy-xw=y(l-x)=x(1-y)=x-xy o x=1.

Somit ist f injektiv. Fir die Surjektivitat sei z € R\ {0, 1} beliebig. Setze x = % Dann gilt
x € R\{0,1} und
z—1 z-1

1
f)=1+ —=5=1+-"TF=1+(z-1)=z
1-== 2

N

Somit ist f surjektiv und damit bijektiv.

Hinweis: Den richtigen Wert fiir x bei der Surjektivitat findet man tiber dan Ansatz f(x) =z
und das Auflosungen nach x:

X z—1

X
X=zeol+—=z& =z-1lox=z-1)1-x)=z-1-zx+xox=—
f) ———ze (z-1)(1-2) -




