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Avurcask 13 (Usune)
a) Die Folge (a,) sei definiert durch a,, := n+1 Beweisen Sie die Konvergenz von (a,,) gegen
ein a tiber die Definition, indem Sie zu jedem ¢ > 0 ein ny(¢) finden mit |a,, — a| < ¢ fir alle
n = ny(e).

b) Untersuchen Sie die Folgen mit den nachstehenden Folgengliedern (1 € IN) auf Konvergenz
und berechnen Sie gegebenenfalls ihren Grenzwert.

(i) anzzzzoﬁ, (ii) b,=(n+1)P(Vn+1-+/n), peQ.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Indem wir im Zédhler und Nenner ein n ausklammern und die aus der Vorlesung bekannte
Tatsache verwenden, dass % gegen 0 konvergiert fiir n — oo, sehen wir anhand der Rechenregeln
fur konvergente Folgen, dass

an:n+1:1+l—>2 (n — o0).
Genauer gilt
2 -2 2
|a,,—2|:‘ & —2|:| -
n+1 n+1ll n+1

und somit |a, -2|<e o n> % —1. Wir wahlen also n(¢) als die kleinste nattirliche Zahl groier
2

=-1.

&

b) (i) Sein € N. Fur alle k € Ng,, gilt dann
1 1 1 1
< <

X =X -
Vi2+n Vnl+k Va2

also folgt

1

/ \/1+ \/n2+n Z—_n—:
—)—:1fﬁ1‘1’l—)oo.

das heif3t <a,<1. ) i 1
\/1+7 ne VLT V140

Daher folgt, ebenfalls mit Satz 6.2, a,, — 1 fur n — oo.




(ii)

Zuerst berechnen wir

, :(n+l)p(\/n+l—\/ﬁ)(\/n+l+\/ﬁ) _ (n+1yp

Vn+1++/n CVn+l+n

Jetzt schitzen wir die Glieder b, nach unten bzw. oben ab. Das liefert eine Idee wann die
Folge konvergiert und gegen welchen Grenzwert. Indem wir den Summanden 0 < v/ im
Nenner wegfallen lassen erhalten wir

p
b < (n+1)

" Vn+140

Wegen n < n+1 gilt v/n < Vn+1 nach Lemma 4.13. Wir erhalten damit die untere
Abschatzung

=(n+1)P72.

(n+1)P 1 12

b, > ==(n+1)

SR PR R P |

Wir sehen, dass wir die Falle p < %, p= % und p > % betrachten sollten, weil sich damit
das Verhalten der einschliefenden Folgen dndert.

Falls p < % (=p- % <0), folgt (wieder mit Lemma 4.13)
0<b,<(n+1)P"V2<nP™ V2 50, (n— oo).

In der Ubung wurde gezeigt, dass in diesem Fall b,, — 0, (1 — o0).

Falls p = % (e=p- % = 0) nutzen wir wieder yn < Vn+1 aber diesmal fiir eine obere
Abschatzung. Es gilt

1
Ll qpney ¢ el 1 fuet 114G 1
2 2 T T \men 2N on 2\ 1 2
)

Satz 6.2 liefert, dass in diesem Fall b,, — L (n — o0).

Falls p > % (& p -3 < 0) erhalten wir mit der unteren Abschitzung von oben (es ist
n<n+1undp—%>0)
by>3(n+ 1)P12 > %np_l/z.

Die Folge mit den Gliedern nP~1/2 unbeschrinkt ist. Somit ist auch die Folge (b,) in
diesem Fall unbeschrankt.

AurGase 14 (TuTtorium)

Untersuchen Sie die nachstehenden Folgen (a,,) auf Konvergenz und geben Sie gegebenenfalls
den Grenzwert an.

Yik (n+2)42 - 42
a) a, = 2 d) a, = e
b) a,=VIn?+2n+1-3n. 1+n—2n*
e) ay =
n3" —4n?
_(3+4i)"
c) a, = z . £) a, = nl



n 1
1 h) a,=Va"+b"+c", a,b,c > 0.
g) anzl |(1— ) ) an

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Es gilt nach Vorlesung, dass } ;_, k = "(”;1). Somit folgt

b) Es gilt (siehe dhnliches Beispiel in der Vorlesung)

an:m_3n:(v91’l2+21’l+ —3n)(v9n2+2n+1+3n): 2n+1
Von?+2n+1+3n V9n?+2n+1+3n

2+1 2 1
T hiz.l.3 943 3
2 1 +
9+4+.7+3

c) Da |3+T4i| =1 ist, konnen wir mit unserem bisherigen Wissen keine Aussage tiber das Konver-
genzverhalten der Folge machen. Tatsachlich konvergiert eine Folge (b") mit |b| = 1 jedoch
nur dann, wenn b = 1 ist. Wiirde die gegebene Folge konvergieren, ware sie nach Vorlesung
eine Cauchyfolge, sodass mit wachsendem n die Folgenglieder beliebig nahe beisammen liegen
mussten, was insbesondere

(n — o0).

|an+1 - an' —0 (Tl - oo)

bedeutet. Es gilt jedoch

n

3+4i
5

. 2 2
3+49—ﬂ:1. 2) 42 = 2 20
5 5

|an+1 - anl :'

d) Nach dem Binomischen Satz gilt

42 (42\n42—k k. 42 41 (42\Hd2—k, k
(n+2)%2—nt? Y lo(0)2%  nt=n Y ()25

a, =

i ni i
42| & 42
= (41)2 + ];242_1(11](_41 — (41)2 =84 (n — o0).
e) Wir benutzen AurGase 15 ¢) um zu sehen, dass
2 3
l+nd-2n* L+& -
a, = a2 = T -0 (n — o0).

371

f) Konvergente Folgen sind beschriankt. Wir zeigen, dass (a,),cn unbeschrankt ist und damit
nicht konvergent sein kann. Sei dazu k € IN. Es gilt:

(2k)! = 2k-(2k=1)-...-(k+1)-k-...- 1 > k*

k Faktoren, jeder >k 21




Fir alle n € IN gilt damit:

Ay = 21,2/(2112)! > 212 ,(1/12)”2 _ znz,—nzn2 .

Da die natiirlichen Zahlen, laut Vorlesung, nicht nach oben beschrankt sind, ist (a,),cn nicht
nach oben beschrankt.

g) Es gilt
n noao n _ (n+1)!. _1) 1+l
0 = 1_i :ﬂn:Hk 1:H(k+1)(k 1): 5 (n ):n+1: ”_>l
k2 k? k2 (n!)? 2n 2 2
k=2 k=2 k=2
fir n — oo.
h) Es gilt
max{a, b, ¢} = {/(max{a, b, c})" < Va" + b + " < %V(max{a, b,c})" — max{a, b, c} (n — o),

also a,, —» max{a, b, c} fiir n — oo nach Satz 6.2(3).

Avurcask 15 (Usung)
Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

a) Ist b e Cmit |b| > 1, so divergiert (b").
b) Ist (a,) eine Folge, so gilt: (a,) ist konvergent = (a,,) ist beschréankt.

c) Ist k e N und z € C mit |z] > 1, so gilt

k
LN (n — 00).
Zi’l

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Nach Folgerung 4.12 (1) finden wir, da |b] > 1, zu jedem K > 0 ein N € N mit |b|N > K. Diese
Eigenschaft reicht aus, damit |b|" (oder alternativ auch eine beliebige Folge (4,,)) divergiert,
denn: Sei a € C beliebig. Wir wihlen K = |a|+ 1 und finden ein N € N mit |b|N > |a| + 1. Somit

gilt auch fir n > N, dass
B" = b N BN =1 [b]N > |a] + 1.

Schliefllich gilt fur n > N, dass
[b" —al > [b]" — |a| > 1,

womit b" nicht gegen a konvergieren kann, da zu jedem 0 < € < 1 kein ny(¢) gefunden werden
kann mit |b" —a| < € fur n > ny(e). Da a beliebig war, divergiert (b").

Hinweis: Alternativ verwenden wir direkt Aufgabenteil b) zusammen mit Folgerung 4.12(1),
um zu sehen, dass die Folge unbeschrankt, also divergent, ist.

b) Die Folge (a,) konvergiere gegen a. Somit existiert ein 1y € IN mit

la, —a| <1 Vn = n.



Daraus folgt insbesondere
la,| < |a,—al+ |al <1+ |a] Vn > ng,

womit diese unendlich vielen Folgenglieder beschrankt sind. Ubrig bleiben nur noch endlich
viele Zahlen ay,...,a, _;, die durch den Betrag ihres grofiten Elements beschrankt sind. Es gilt
also

|ay| < max{lay|,..., lay,—1, lal + 1} =: C < oo
und (a,,) ist beschrankt.

c) Wir setzen x = |z[ -1 > 0. Fiir n > 2k gilt 5 > k und somit (addiere 5 auf beiden Seiten und
subtrahiere k) n—k > 5. Mit dem Binomischen Satz folgt nun, dass

’ S\ (o \ e (=) (n=k) gy (=R Rk
ol = (1 x)" = ;(l)x>(k+1)x T R oy s TR T v

was wiederum

k k+1 |
1 <—2 (k+1)'-l—>0 (n — o0)
xk+1 n

I

liefert.

AurGaBE 16 (TuTorIUM)

a) Die Folge (a,,) sei rekursiv definiert durch a; := 0, a,1 := 3—56 + a2 fiir n € N. Untersuchen
Sie die Folge auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.

b) Zu einer Folge (a,) definiert man die Folge der Cesdaro-Mittel durch

1 n
Cpy = - Zak fir n € IN.
k=1

(i) Zeigen Sie: Konvergiert (a,) gegen ein a € IR, dann konvergiert auch (c,) gegen a.

(ii) Geben Sie eine divergente Folge (a,,) an deren Folge von Cesaro-Mitteln konvergiert.
Beweisen Sie die Konvergenz.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Wir berechnen zunéchst die moglichen Grenzwerte und beweisen im Anschluss die Konver-
genz.

Wenn die rekursiv definierte Folge (a,) gegen ein a € R konvergiert, dann konnen wir auf
die Rekursion den Grenzwert n — co anwenden. Beachte, dass die Folge (4, ) ebenfalls
gegen a konvergiert. Somit folgt

5 AT > 5 »
a—hmanﬂ—hm(%+a) §+(”h_)r&a”) _%4.3,

alsoa?—a+ % = 0. Dies liefert die Moglichen Werte

=g i

1
2

N\

I\JM—'
w\»—‘
,—/&__\
= ™



Wir benutzen das Monotoniekriterium, um die Konvergenz zu zeigen. Zunachst sehen wir
anhand der Definition, dass a, > 0 fur alle n € N wegen a; =0 und a,,,, = 35—6 s 3—56 >0
tur alle n € IN.

Behauptung: Es gilt a,, < % fur alle n € IN.

Induktionsanfang: Es gilt a; =0 < %

Induktionsschritt: Die Behauptung gelte fiir ein n € IN (Induktionsvoraussetzung (IV)).
Dann folgt

—+a < = l
36 6

a =
G TR 36

6

3 (IV), 4,20 § (1 )2 6
_ —

Behauptung: Es gilt a,, .| > 4, fir alle n € IN.

Induktionsanfang: Es gilt a; = 35—6 402 = 35—6 =20=uay.

Induktionsschritt: Die Behauptung gelte fiir ein # € IN (Induktionsvoraussetzung (IV)).

Dann folgt

, V)5
a2 = % ta, 2 % +ay =y,
a, < 1
§ F 1 5 6
Alternativ gilt a,,; = (a, - g)(a, - Z)+a, 2 a,.

Nach dem Monotoniekriterium konvergiert nun die Folge (a,). Wegen a,, < % folgt auch
ai=lim, a0, < %.

Aus dem ersten Teil folgt somit a = %.

b) (i) Seie > 0. Weil (a,) gegen a konvergiert, gibt es zu 5 > 0 ein N € N mit |a; —a| < 5 fiir alle
k > N. Der Abstand der uibrigen Folgenglieder zu a lasst sich nach oben beschranken,

denn die Menge {|a; —a|,..., |ay_; —al} ist endlich, besitzt also ein Maximum
r:=max{|a; —al,..., |lan_; —al}.
N : . N-1 _—
Wihle nun ny € N so, dass ny > N und % < §. Dann gilt auch % < % < 5 fiir alle

n>ng. Seinun n>ng. Bsgilta=2a= %Zzzl a. Somit erhalten wir durch Anwendung
der Dreiecksungleichung

k=1 k=1 k=1
N-1
1 1 v
== lo—al+— ) lag—al
k=1 k=N
N-1
1 1< e N-1 ne
<- r+— - = r4+——
n n 2 n n?2
k=1 k=1
< £ N £
S-+o=¢
2 2

Das zeigt, dass die Folge (c,) gegen a konvergiert.

(ii) Es ist bekannt, dass die Folge mit den Gliedern a, = (—1)" nicht konvergiert (siehe
Vorlesung). Mit vollstandiger Induktion sieht man unmittelbar ein, dass

n
Z(—l)k = {O;  gerade also insb.

-1, nungerade




Hieraus folgt
1
S s
n

ek

sodass die Folge der Cesaro Mittel zu (a,) nach Satz 2.10 b) gegen 0 konvergiert.

1
n

Aurcase 17 (Usuna)

a) Zeigen Sie: Ist (a,) eine Nullfolge und (b,,) eine beschrankte Folge, dann konvergiert die
Folge mit den Gliedern a,b,, fiir n € IN. Gilt das auch, wenn (4,,) gegen einen anderen Wert
als 0 konvergiert?

b) Sei A C R nicht leer und nach oben beschrankt. Beweise Sie die Existenz einer maximieren-
den Folge, d.h. einer Folge (a,,) mit a, € A fur alle n € N und lim a, = sup A.
n—00

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Nach Voraussetung gibt es ein r > 0 so, dass |b,| < r fiir alle n € N. Wir zeigen, dass die Folge
mit den Gliedern a,,b, eine Nullfolge ist und mussen somit nur deren Betrdge betrachten. Da
|a,| > 0, konnen wir wie folgt abschétzen:

0 < lanby| < lay| byl < 7lay|.

Satz 6.2 (1) und (4)(ii) besagen, dass die Folge (r|a,|) gegen 0 konvergiert fiir n — co. Somit
konnen wir mit 6.1 (3) der Vorlesung schlieflen, dass (a,b,,) eine Nullfolge ist, insbesondere
also konvergiert.

Das Beispiel a,, =1 und b,, = (—1)" fiir alle n € IN zeigt, dass die Aussage nicht gilt, wenn man
nur annimmt, dass (a,,) eine beliebige konvergente Folge ist.

b) Da A nicht leer und nach oben beschriankt ist, existiert supA € R. Fir alle n € IN setze
&y 1= % > 0. Nach Vorlesung existiert fiir jedes n € IN ein a,, € A mit

a, 2 supA-—e¢,.

Da das Supremum eine obere Schranke von A ist, gilt aulerdem a,, < sup A fiir alle n € IN.
Zusammengenommen erhalten wir

1
la, —supA|<e,=——0 (n — o0),
n

womit a, gegen sup A konvergiert fiir n — co nach Satz 6.1(2).

AUFrGABE 18 (TuToRrRIUM)

Geben Sie in a) bis e) reelle Folgen (fiir n € IN) mit den jeweiligen Eigenschaften an (im Falle
divergent jeweils mit einem beschrankten und einem unbeschrankten Beispiel in (ii) bis (v), falls
moglich).

a) (a,) ist beschrankt und divergent.
b) (a,) ist konvergent und (b,,) divergent sowie a,, = b,,, fir alle n € IN.
c) (a,) ist konvergent und (b,) divergent sowie (a,, - b,) konvergent.
d) (a,)ist konvergent und (b,) divergent sowie (a,, - b,) divergent
e) (a,) und (b,) sind jeweils divergent sowie (a, - b,) konvergent.



LOSUNGSVORSCHLAG
a) Zum Beispiel a, = (-1)" fur alle n € N.

b) Zum Beispiel a,, = 1 und b,, = (-1)" fur alle n € N ((b,,) beschrankt) oder a, = 0 und b,, =
n(1 +(=1)"1) ((b,) unbeschrinkt).

¢) Zum Beispiel g, = % und b,, = (-1)" fur alle n € IN ((b,,) beschrankt) oder a,, = % und b,, = n fur
alle n € IN ((b,,) unbeschrankt).

d) Zum Beispiel a,, = 1 + % und b, = (-1)" fiir alle n € N ((b,) und (a,b,) beschrinkt), a, = +

n

und b,, = n fur alle n € N ((b,,) und (a,b,,) unbeschrankt) oder a,, = (_%)n und b,, = n fir alle
n €N ((b,,) unbeschrankt und (a,b,) beschrankt).(b,,) beschrankt und (a,b,,) unbeschrankt ist
nicht moglich, da das Produkt zweier beschrankert Folgen (a,) und (b,,) wieder beschrankt sein

muss.

e) Zum Beispiel a, = b, = (-1)" (beide beschrinkt), a, = n(1 + (=1)") und b, = n(1 + (-1)"*!)
(beide unbeschriankt) oder a,, = n(1 + (-1)") und b,, = (1 + (~=1)"*!) (je eine beschrinkt und eine
unbeschriankt).



