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LOSUNGSVORSCHLAGE zUM 5. UBUNGSBLATT

Avurcask 25 (Usung)

a) Zeigen Sie, dass jede reelle Zahl x € [0, 1) eine eindeutige Dezimaldarstellung besitzt, wenn
man Neunerperioden ausschliefit. Also: Zu jedem x € [0, 1) existiert genau eine Folge (a,,)
mit

* a,€{0,...,9} VneN,
e VWNeNdn>N:a, =9,
e x=) 72 ,a,107".

n=1

b) Beweisen Sie, dass R iiberabzdhlbar ist

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Existenz: Sei x € [0,1). Wir konstruieren induktiv eine Folge (a,), sodass

n
0<x— Zanlo—k <10™  VneN,
k=1

(o]

was wegen 107" — 0 fur n — oo zur Folge hat, dass die Reihe ) 77, 4,107" konvergiert mit

(e

Zanlo_” =x.

n=1

Induktionsanfang: Sei a; die grofite ganze Zahl kleiner 10x. Dann gilt a; € {0,...,9} und
0<10x—a; <1,also0<x-a;107' <1071,

Induktionsschluss: Fir ein n € N seien ay,...,a, definiert und es gelte 0 <x—) ;_, 4,107k <10
(Induktionsvoraussetzung). Nun sei a,,,; die grofite ganze Zahl kleiner 10"+ (x — Yo a,107%).
Nach Induktionsvoraussetzung gilt a,,.; € {0,...,9} und auSerdem

n+1 n
10n+1(x - Zuklok) = 10””(x - Zuklo") — a1 €[0,1),

kzl k:l
somit
n+1
0<x— ZanlO‘k <107,
k=1

Haben wir nun eine Folge konstruiert, die ab einem (kleinsten) N € IN konstant den Wert 9
annimmt, so ersetzen wir diese Folge durch die Folge (d,), definiert durch

d,=a, (M<N-=2), an_1=an-1+1, d,=0 (n=N).



Es gilt

IS N-1 oS
xzzanlo—": anlO_”+9ZIO_"
n=1 n=1 n=N
N-1 00 N-1
_ Zﬁnm-” 100N-D 19 ZlO‘”—ZlO_”)
n=1 n=0 n=0
N-1 _N
1 1-10
:Zﬁnlo_” 10-N-D o —— - : )
=1 -5 l-15
N-1 N-1 oo
o L(N— 10-(N-D L o
=) 4,10"-10WN"D49 5 ): d,10 ”:Zunlo "
n=1 n=1 n=1

Wir haben also eine Folge ohne "Neunerperiode" gefunden, die als Reihenwert x ergibt.
Eindeutigkeit: Sei x € [0,1). Seien (a,) und (b,) Folgen mit Folgengliedern in {0,...,9}, ohne

"Neunerperiode" und mit
x= Zunlo_” = anlo—”.
n=1

n=1

Behauptung: (a,) = (b,). Beweis: Wir nehmen an, dass die beiden Folgen nicht uibereinstimmen.
Sei N € IN der kleinste Index, an dem sie sich unterscheiden und ohne Beschrankung der
Allgemeinheit. Die beiden Summen fo:l a,107™ und ij:l b,,107" unterscheiden sich also um
eine Differenz > 10~N. Fiir die Differenz des Rests der Reihen gilt

0 0 10—(N+1)
Z (b, —a,)107" <9 Z 107" =9——— =107V,
n=N+1 n=N+1 I-1

Die strikte Ungleichung hat ihren Ursprung darin, dass sich nicht jede Differenz b, — a4,
auf 9 belaufen kann, denn ansonsten waren all diese a,, = 0 und b,, = 9, doch dies wurde
ausgeschlossen. Insgesamt konnen die Reihen dadurch also nicht denselben Wert annehmen,
ein Widerspruch.

b) Zuerst stellen wir fest, dass R iiberabzahlbar ist, wenn [0, 1) iberabzahlbar ist. Nun nehmen
wir an, letzteres wire nicht der Fall. Dann konnen wir alle Elemente von [0, 1) auflisten. Wir
tun dies anhand der eindeutigen Dezimaldarstellung aus Teil a).

x1 =0.a1,1a12413a1,4 "
Xy =0.ap1a22073a2 4"
x3 =0.a31a32433a3 4"

X4 =0.a4710a42043044" "

Es reicht nun aus, ein xq € [0, 1) zu konstruieren, welches nicht in dieser Liste auftaucht. Dazu
definieren wir die entsprechende Folge der Dezimaldarstellung von x, wiefolgt

- 0, a,,=0
O,ﬂ 1} an,n — 0



Die so definierte Zahl in [0, 1) taucht nicht in der Liste auf, da sie sich an der n-ten Stelle der
Dezimaldarstellung von der n-ten Zahl der Liste unterscheidet. Durch die Eindeutigkeit der

Darstellung ist der Beweis erbracht und damit ein Widerspruch zur Annahme erreicht, womit
R iiberabzahlbar ist.

AUFGABE 26 (TuToRrIUM)

Betrachten Sie die Reihe ;
© (1+5(-1)")

)

n=1

a) Was kann man mit dem Quotientenkriterium tiber die Konvergenz der obigen Reihe sagen?

b) Was kann man mit dem Wurzelkriterium uber die Konvergenz der obigen Reihe sagen?

LOSUNGSVORSCHLAG
. 1+1i-1m" ...
Seia, = % fur alle n € IN.

a) Betrachte die Folge (b,) := (“”—“) Fur ihre Teilfolgen (b;,,) bzw. (by,,1) gilt

ay

IR L S e s R B A T R

(2n+1)2
2
[ 1 ] _32n+2
1
L+ 5

fir alle n € N. Wegen lim,,_,, b5, = 0 und lim,,_,, b;,,1 = oo gilt liminf, ., a;—:l =0<1und

1
(
(211+1)2 (1+%)2n+2
b2n+1 1
1-3

(2n+2)2 (1- 1)zl

N =

limsup,,_,, “: = oo > 1. Eine Entscheidung mit dem Quotientenkriterium ist also nicht
moglich.

b) Betrachte die Folge (b,) := (\"/ |an|). Fur ihre Teilfolge (b,,,) gilt:

1++ 3
lim b,, = lim 2 - >

n—o0 n—o0 ( W)z

Also gilt limsup,,_, . V/la,| > 2 > 1. Nach dem Quotientenkriterium folgt die Divergenz von
2 1eN An-

Hinweis: Tatsdchlich sieht man die Divergenz auch schon daran, dass (a,;) divergiert und (a,,) somit
keine Nullfolge ist, die Aufgabe diente nur als einfaches Beispiel dafiir, dass nicht alle Kriterien
dieselbe Aussage liefern miissen.

Avurcase 27 (Usung)

a) Zeigen Sie, dass die Reihe
1 1 1 1 1

l-—t+———+—=——+"
V:'B ViR Ve
konvergiert, die daraus durch Umordnung entstehende Reihe

1
+—+
5

1
+__
11

1+ + + .-

3~
5l
S
2~
3~
3~

w



jedoch divergiert.
b) Weisen Sie nach, dass das Cauchyprodukt der konvergenten Reihe aus a) mit sich selbst

divergiert.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Die Reihe

1 1 1 1 1 R G AR w s
AR SRR D) Bl

konvergiert nach dem Leibnizkriterium, weil ( N eine monoton fallende Nullfolge ist. Es

1
\/_ﬁ)ne
gilt

1+L—L+L+L—L+L+ ! ! i( ! - L ) (*)
Vi V2 N5 N7 VA NG VIT e n\/4n3\/4n—1\/%'

Fir jedes n € IN ist

1 1 1 1 1 1 1 1 ( 1 1
+ - > + - == 1——)-—>o.
Van—-3 Vin—-1 2n Vin Van 2n Vn \2n V2! An

Da} 7, \} divergiert, ist (1 — \f) pIpaa \f eine divergente Minorante fiir die Reihe in (%).

b) Wie wir gesehen haben, ist die konvergente Reihe aus a) gegeben durch

o0 1)n+1 e (_l)n
Z’ Vn Z’ n+l

n=1 n=0
Sei nun a,, := % fur n € Ny. Fur das Cauchyprodukt ) 7 ,c, der Reihe } ;7 ,a, mit sich
selbst gilt
n
=) a,_a
ank Z'\/n k+1 \/k+1 Z'\/n k+1- \/k+1
Mit
<(Wa-Vb)?=a-2vaVb+b o VaVb<i(a+b)  (firab>0)
folgt
n n 2
|cul = >
" ;\/n—kJrl Vi +1 kZ%n k+1+k+1) k0n+2
2+ 2An+1) _2+2/n

n+2 n+2 1+2/n

Demnach ist (c,) keine Nullfolge und damit } ;” ¢, divergent.



AuU¥rGABE 28 (TuTOoRIUM)
.. . 1 (_1)n+1
FurneINselan._\/—;l+ -

a) Zeigen Sie: Es gilt a,, > 0 fur alle n € N und lim,,_,, a,, = 0.
b) Zeigen Sie, dass die Reihe ) ;> ,(—1)"a, divergent ist.

¢) Warum ist das Leibnizkriterium hier nicht anwendbar?
LOSUNGSVORSCHLAG
a) Firn=1ista,=2>0. Fir n> 1 ist \/n <n bzw. % < # Deshalb gilt:

1 (=™t 11
Ay, = — >——-—>———=0
n

vooooon o n
1

Die Konvergenz von (a,),cn gegen 0 ist klar wegen N 0 und % — 0 fir n — oo.

b) Nach dem Leibniz-Kriterium ist die Reihe ) ;7 ; % konvergent. Ware die Reihe } ;7 ,(-1)"a,

konvergent, so ware auch die Reihe

S VLR S |
Y S reres)

n=1 n=1 n=1

konvergent. Aus der Vorlesung ist jedoch bekannt, dass die harmonische Reihe } ;7 % diver-
gent ist. Also muss die Reihe ) 7, (-1)"a, divergieren.

c) Die Folge (a,),en ist nicht monoton. Dies konnten wir auch relativ schnell (aber unschon)

zeigen, indem wir die Differenzen ay; —ayr,1 und asy,1 — ayr,» betrachten, es ist jedoch nicht
notig, denn: Ware (a,) monoton fallend, so waren alle Voraussetzungen des Leibnitzkriteriums

erfillt und ) ;> ,(—1)"a, wiirde konvergieren, ein Widerspruch zu b).

Aurcask 29 (Usunc)
a) Beweisen Sie den Cauchyschen Verdichtungssatz: Ist (a,) eine monoton fallende Folge mit

a, > 0 fur alle n € IN, so gilt

[ee] [ee]
Z a, konvergiert — 2kay  konvergiert.
n=1 k=0

b) Sei 0 < g € Q. Zeigen Sie, dass

o 1

E - konvergiert = q>1
n

n=1

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Seiens,:=Y [ agund t,:=Y_,25a,.



Wir nehmen zunachst an, dass } ;2 2Ka,r konvergiert. Fir n < 27 gilt (da (a,) monoton
fallend ist)

0<s,<aj+(ar+az)+...+(az +...+az+_q)

Sa1+2a2+4a4+...+2ia2f =1 SZ2ka2k < o0.
k=0

Also konvergiert auch ) ;2 ax, da (s,,) monoton wachst (a,, > 0) und nach oben beschrankt ist.

Umgekehrt nehmen wir nun an, dass }_ ;7 ; a; konvergiert. Fiir n > 2! gilt dann

1 i 1
0o > Zuk >s,>a;+ar+(az+ag)+...+(agr-1.1+...+a) > §a1+a2+2a4+...+21 Loy = Eti.
k=1

Also konvergiert dann auch ) ;2 2Kx, da (t;) monoton wichst (a, > 0) und nach oben
beschrankt ist.

b) Mit a; := % haben wir
2k ay = 2k(2k)71 = 201~k

Damit ist
[ee] (o]
szazk = Zxk mit x := 2179,
k=0 k=0

Die Reihe konvergiert genau dann, wenn [x| < 1, also wenn g > 1. Mit Teil a) konvergiert
Yy kl—q also genau dann, wenn g > 1.

AurGABE 30 (TuTorRIUM)

Untersuchen Sie die nachstehenden Reihen auf (absolute) Konvergenz.

Y i’(n;l)i1 °) i% i) Z4112n;14+1

n=1 n=1
©. 5l © 1 (n+1\" =
n s n
b)) (12 0 ) 5" )Y At ke jgl<
n=1 n=1 n=1
o = a1 1 > Vit 1-+n
) ) ) V) MLl
n=1 n=1 n=1

[eS) (_1)?[ 00 5n -1 00 1_
d) ;2n+(—1)” h) Z 4n gy Zn
LOSUNGSVORSCHLAG

a) Seia, :=(“=1)" fiir n € N. Es gilt (siche Aurcase 16 f))

1\" 1
:(1——) ——=20 (n — o).
n e

Damit ist a,, keine Nullfolge und fo’:l(%)” divergent.



b) Seia, := (—1)”5;%. Es gilt

L.55)"  1( 25\
(153 e P
an = (=1) (25)n _5( 32)‘

Wegen +/|a,| = 1 25 % <list Y02, (=1)" 25 25,, konvergent Genauer handelt es sich um eine

geometrische Relhe (bis auf den fehlenden nullten Summanden) und es gilt

.52 1o 25)" 1 1 5
v =5 sl )

n=1 n=0

Auflerdem konvergiert die Reihe auch absolut mit

i52"—1_1i25” oLt )3
~ 2" 5 32 “5\1-3 -7

n= n=0

c) Seia,:= V . Da {/n — 1 fiir n — oo, ist {/n beschrankt, also {/n < C fur eine Konstante C > 0.

Somit folgt
vi_c

la] = nl o onl

Da}) >, % konvergiert (gegen C(e — 1), siehe Vorlesung), konvergiert auch ) ;> {Z—,ﬁ absolut
nach dem Majorantenkriterium.

d) Seia,:= @ Es gilt

2n+(-1

1 1 1

- > >
ol = S T 2 2nr 1 3

Da} 7, 3 divergiert (als Vielfaches der harmonischen Reihe), konvergiert die Reihe nicht
absolut. Es gilt allerdings a,, = (-1)"b,, mit b,, =
wegen

ﬁ. Diese Folge ist positiv und konvergiert

1 1
< <=-0 (n — o0)
2n+(-1)" " 2n-1 "n

gegen 0. Auflerdem ist sie monoton fallend wegen

1 1
bok —bogs1 = - =0,
kTP T 00k 41 2(2k+1) -1
b b 1 ~ 1 11 4 o
2l T2 T D0k +1) -1 2(2k+2)+1 4k+1 4k+5 (4k+1)(4k+5)
fiir k e N. Nach dem Leibnitzkriterium konvergiert die Ausgangsreihe ) ;7 % demnach.
e) Seia,:= n,,. Es gilt
P n
pet | _ (n+1)n _(_n _ 1 _)l<1 (11— o0)
a, (m+1)"n! \n+1 (1-Ly e

Deshalb konvergiert ) >, %4 absolut nach dem Quotientenkriterium.



., 1 1\" e
lanl=S|1-~] =5>1  (n—>o0).

Deshalb divergiert ) 7, %(%)”2 nach dem Wurzelkriterium.

g) Seia, = (-1)"(-1 - Lz) Es gilt

1 1 1 1

= — = < —
2, n+l n+2 (n+1)(n+2) n?

Da} ;7 # konvergiert, konvergiert Z‘,’[’:l(—l)’“(n%rl - n%z) absolut.

h) Seia,:= (ZZ)_l. Es gilt

ap1 | (An+1)(n+1)I(5n)!  (4n+4)(4n+3)(4n+2)(4n+1)(n+1)
a, (5(n+1))(4n)!n!  (5n+5)(5n+4)(5n+3)(5n+2)(5n+1)
A+ Ha+H)d+ )+ Ha+d) 44
G+3)5+ 626 2)5+1) 5 ! (= o).

. -1 . o
Deshalbist ) 7, (ZZ) absolut konvergent nach dem Quotientenkriterium.

i) Seia, := %. Fir n > 3 gilt -3n+ 1 < 0. Daher folgt
>
MZ T

0o n+4

n=1 72_3n+1 nach dem

fur n > 3. Da die harmonische Reihe divergiert, divergiert auch }_
Minorantenkriterium

j) Seia, :=nkq". Es gilt

Ylaal =gk = gl <1 (0> eo).
Also konvergiert Y % | n*g" absolut nach dem Wurzelkriterium.

k) Seia, := @ Es gilt
1 1 1 1

a, = > —.

Vi(Vn+1++/n) g Vit l(Vnt1+Vnsl) 2(n+1)” 4n

Deshalb divergiert ) ;7 ; "1V ie die harmonische Reihe - nach dem Minorantenkriterium.

Vi

1) Seia,:= % Die Reihe ) ;7 % konvergiert nicht absolut, da |a,| = % Sei n = 2k fur ein k € IN.
Dann gilt

B i2k ~ (_1)k
MKk T Tk




Sei nun n = 2k + 1 fur ein k € INy. Dann gilt

i2k+1 ) (_1)k
a = =1 .
el T o412k +1

Deshalb gilt
. N (D) . v (D
ZRean_Z % Zlma”_22k+1'
n=1 k=1 n=1 k=0
Da die beiden Folgen (21—k) und (ﬁ) monoton fallende Nullfolgen sind, konvergieren beide

oo i

Reihen nach dem Leibnitzkriterium und damit per Definition auch die Reihe } ;2 ; =



