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LOsuNGSVORSCHLAGE zUM 12. UBUNGSBLATT

Aurcask 67 (Usunc)
Bestimmen Sie die maximale Losung des folgenden Anfangswertproblems.

y'(x)=xey*(x),  p(0)=1.

LOSUNGSVORSCHLAG

Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine Differentialgleichung mit getrennten Veran-
derlichen. In der Notation des Satzes 12.2, sei I = R, ] = (0,00), f : R - R mit x — xe™*, und
¢ :(0,00) > R mit y — y?. Eine Stammfunktion von f ist gegeben durch

Jf ds—Jse ds
P

X
= [-se”*]iZ 0+J; *ds=[-se®*—e]ig=1-(1+x)e™™

tur alle x € I. Eine Stammfunktion von é ist gegeben durch

G(y):j J-ls—zds_l——

Nach Satz 12.2 ergibt sich die Losung y : I, — R nun durch Auflosen der Gleichung G(y(x)) = F(x)
nach y(x), also

X

y(x) =

Dabei ist das Intervall I, das grofite Teilintervall von I mit y, € I, , auf dem y definiert ist und
Y(Iy,) €] =(0,00), also I, = (-1,00). Da y in —1 nicht stetig fortsetzbar ist, ist dies das maximale
Existenzintervall.

1+x

AUFGABE 68 (TuTORIUM)
Bestimmen Sie die maximale Losung der folgenden Anfangswertprobleme.

a) v'(x)=e?Ysin(x),  p(0) = -log(3),

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine Differentialgleichung mit getrennten
Veranderlichen. In der Notation des Satzes 12.2,sei I =R, ] = R, f = sin und g = exp. Eine



Stammfunktion von f ist gegeben durch
X X
F(x) = J- f(s)ds= j sin(s) ds = 1 — cos(x).
X0 0

1
8

G(y) jy ! d J‘y S ds=3-e7?
= — ds = e S=o0—¢ 7.
Y Vo g(s) —log(3)

Nach Satz 12.2 ergibt sich die Losung y : I, — R nun durch Auflosen der Gleichung G(y(x)) =
F(x) nach y(x), also

Eine Stammfunktion von = ist gegeben durch

y(x) = —log(2 + cos(x)).

Dabei ist das Intervall I, das grofite Teilintervall von I mit y, € I, auf dem p definiert ist, also
I, = R, was automatisch das maximale Existenzintervall ist.

b) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine Differentialgleichung mit getrennten
Veranderlichen. In der Notation des Satzes 12.4, sei I = R, f : I —» R mit x — —x2 und
g:R\ {0} > R mit y — y% Wegen 1, = V2 bietet es sich an, ] = R* zu wihlen (das groSte

Intervall, welches yy enthalt und auf dem g das Vorzeichen von g(u,) = % > 0 hat). Eine
Stammfunktion von f ist gegeben durch

F(x) = J-xf(s) ds = J; —s%ds = —?

Eine Stammfunktion von é ist gegeben durch

®) Log(s) s Jﬁy S=7

Nach Satz 12.2 ergibt sich die Losung y : I, — R nun durch Auflosen der Gleichung G(y(x)) =

F(x) nach y(x), also
y(x) = V24/1- x—;

wobei das Vorzeichen von y durch y, = V2 festgelegt ist. Dabei ist das Intervall I, das grofite
Teilintervall von I mit y, € I, auf dem y definiert ist, also I, = (~oo, V3). Da lim _ 339(x)=0
und 0 nicht im Definitionsbereich von g liegt, haben wir das maximale Existenzintervall
gefunden.

Aurcask 69 (Usung)
Seien y, wy > 0 mit w( > y. Bestimmen Sie die Losung des folgenden Anfangswertproblems.

y"(x) +2yy'(x) + w§y(x) = sin(wpx),  p(0)=1,3"(0)=0.



LOSUNGSVORSCHLAG

Bei der Differentialgleichung handelt es sich um eine inhomogene lineare Differentialgleichung
zweiter Ordnung. Zunachst bestimmen wir die Nullstellen des charakteristischen Polynom:s.

M2y + 05 =02 A= -y +[y? —wl =~y +iJwl -2
— —
<0 =w

Nach Satz 12.4 der Vorlesung ist also
yu(x) = cre”7* cos(wx) + cpe” " sin(wx) VxeR
die allgemeine Losung der homogenen Gleichung
v”(x)+ 297 (x) + @?p(x) = 0 VxeR

In der Notation der Vorlesung (nach Satz 12.5) gilt fiir unsere Inhomogenitit m =0, « = 0 und g = wy.
Da iw( keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, machen wir den Ansatz

Yp(x) = Acos(wgx) + Bsin(wpx)
fir eine spezielle Losung der Differentialgleichung. Die Ableitungen sind durch

Yp(x) = wp(-Asin(wpx) + Bcos(wyx))

Yy (x) = @} (~A cos(wpx) — Bsin(wyx))

gegeben. Einsetzen in die Differentialgleichung liefert:

Yy (%) + 2y yp(x) + w(z)yp(x) (—Aa)g +B2ywq + Awé)cos(wox) + (—Bwé - A2ywg + Bwé)sin(wox)

2ywoBcos(wpx) — 2y wyAsin(wyx)

sin(wgx)

Diese Gleichung ist fiir B=0und A = —2# erfullt. Also ist

Y Wo

1

Bp(x) = =5 - cos(wox)

eine spezielle Losung der Differentialgleichung und die maximale Losung des Anfangswertproblems
ist durch

V(%) = yp(x) + yp(x) = c1e7"* cos(wx) + c 67" sin(wx) — cos(wgx)

Y @o
gegeben, wobei die Konstanten c¢; und ¢, so gewahlt werden mussen, dass die Anfangswertbedingun-
gen erfullt sind. Es ist

1 !

c1— 5
Y @o

_ 1
alsoc; =1+ AT und wegen

1
v'(x) = —ye 7* cos(wx) — we V* sin(wx) — ¢, ye " sin(wx) + cowe” ¥ cos(wx) + 5 sin(wgx)
Y



ist
, ! c 1 1
—C1y+c2w:y(0):y1:0:c2:%25(7+2_a)())

und die maximale Losung des Anfangswertproblems lautet:

1 1 1 1
y(x) = (1 + Zya)o)e_yx cos (w/wg - yzx)+ - (7/ + 2—0)0)6_7”‘ sin( W} - yzx)— e cos(wgx) VYxeR

0

AurGaBE 70 (TuTorIuM)

Bestimmen Sie die Losung der folgenden Anfangswertprobleme
a) p"(x)+2y'(x) +y(x) =e>,  p(0)=1,(0)=0,
b) ”(x) - 2'(x) + 2y(x) = e¥cos(x), (2) = 0,y'(%2) = .

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Bei der Differentialgleichung handelt es sich um eine inhomogene lineare Differentialgleichung
zweiter Ordnung. Zunachst bestimmen wir die Nullstellen des charakteristischen Polynoms.

A2l +1=0=21=-1+VI-1=-1

Nach Satz 12.4 der Vorlesung ist also

yu(x) =cre ™ +cpte™

die allgemeine Losung der homogenen Gleichung

77

v (x)+ 2y’ (x) + (x) = 0

In der Notation der Vorlesung (nach Satz 12.5) gilt fiir unsere Inhomogenitat m =0, « = 2 und
p = 0. Da 2 keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, machen wir den Ansatz

vp(x) = Ae™
tir eine spezielle Losung der Differentialgleichung. Die Ableitungen sind durch
Yp(x) = 246,
vy (x) = 4Ae*
gegeben. Einsetzen in die Differentialgleichung liefert:
v, (x) + 29, (x) + vy (x) = 44> + 2 2Ae” + Ae™ = 9Ae> Ze”  VxeR
Diese Gleichung ist fiir A = § erfiillt. Also ist

1
Yp(x) = 562x

eine spezielle Losung der Differentialgleichung und die maximale Losung des Anfangswert-
problems ist durch

y(X) = yh(x) + yp(x) =C1 e_x + sze_x + %eb{



gegeben, wobei die Konstanten c¢; und ¢, so gewahlt werden mussen, dass die Anfangswertbe-
dingungen erfillt sind. Es ist

(0) + L 1= 8
=C — = = C1 = —
y 1tg=% 1=
und wegen
v’ (x) = S e e rpet 4 2o
9 2 79
ist 8 2 6 6
!
,0 = —— + + — = —— = :Oﬁ = —
y(0) gttg=-5=n 2=y

und die maximale Losung des Anfangswertproblems lautet:

8 6 1
y(x) = §e_x + §xex + 562" VxeR

b) Das charakteristische Polynom ist gegeben durch P(1) = A2 — 21 + 2, welche als Nullstellen 1 +1i

besitzt. Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung ist demnach gegeben
durch
yu(x) = cre* cos(x) + cpe* sin(x).

Die rechte Seite hat die Form e“*cos(fx) mit a = f = 1. Da a +if somit eine Nullstelle des
charakteristischen Polynoms ist, lautet der korrekte Ansatz fiir die partikuldare Losung

Yp(x) = e*(Axcos(x) + Bxsin(x)).

Es ergibt sich

y;](x) =yp(x) + e*(Acos(x)+ Bsin(x) — Axsin(x) + Bxcos(x))
sowie

Yy (x) = yp(x) + e*(Acos(x) + Bsin(x) — Axsin(x) + Bx cos(x))
+e*(—Asin(x) + Bcos(x) — Asin(x) + Bcos(x) + Ax cos(x) — Bxsin(x))
= y,’](x) +e*(Acos(x) + Bsin(x) — Axsin(x) + Bxcos(x)) + 2e*(Bcos(x) — Asin(x))
(

+e*(Axcos(x) + Bxsin(x)) —2Bxe* sin(x)

;’/p(x)
=2y/(p) + 2e*(Bcos(x) — Asin(x)) — 2Bxe* sin(x)

Setzen wir dies in die inhomogene Differentialgleichung ein, ergibt sich

Yy (%) = 29, (x) + 2y, (x) = 2e*(Bcos(x) — Asin(x)) — 2Bxe” sin(x) + 2e*(Ax cos(x) + Bxsin(x))

= 2Be* cos(x) — 2Ae* sin(x) + 2Axe* cos(x) e cos(x).

Somit gilt A=0, B= % Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist also
gegeben durch

1
y(x) = cre* cos(x) + ce*sin(x) + Exex sin(x).



Einsetzen der Anfangswerte liefert
' Ty,
0 =y(72) = c,e”* + e/z,

also ¢, = —7. Wegen

v’(x) = e*sin(x) (% + % -y ) +e* cos(x) (% +c1 ) + %xex(sin(x) +cos(x))

folgt schliefllich

T 1 T,
Oéy’(ﬂ/z):e/z(——z—cl)Jr Ze/z,

also ¢y = % Die Losung des Anfangswertproblems ist demnach gegeben durch

y(x) = %ex cos(x) — %ex sin(x) + %xex sin(x) = %((x - %)sin(x) + cos(x)).

Aurcask 71 (Usunc)
a) Untersuchen Sie, fiir welche x € R die Reihe

Zn(n +3)e™*
n=1

konvergiert. Bestimmen Sie fiir diese x den Wert der Reihe.

b) Berechnen Sie, falls existent, den Wert des Integrals

_f Zn2+X2

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Wir nutzen das Wurzelkriterium: Wegen

n—00

JIn(n+3)emx| = fn(n +3)e* —— &

gilt: Fur e* < 1 konvergiert die Reihe, fur e* > 1 divergiert sie. Das bedeutet: Fir x < 0
liegt Konvergenz, fiir x > 0 Divergenz vor. Fur x = 0 divergiert die Reihe ) ;> n(n+3)-1, da
n(n+3) - 0. Insgesamt: Genau fur x < 0 konvergiert die Reihe.

Nun sei x < 0. Wir setzen y :=e* und wollen

berechnen. Offenbar besitzt g(v) := f(y)/y die Stammfunktion

n+2

(n+3)y

Q
=
[l
gk
=
+
=
<
=
[l
\le —
gk



Nun hat wiederum h(y) := p2G(y) die Stammfunktion

= k=nel gn> i<t p?
b= 5yt i 2

n=1 k=0
Daraus ergibt sich
iy -yt 497 -3yt h(y) _ 4y -3y
=R (1-9)? (1-9)? W= Ty
Also ist 5 5
, 4-6p)(1-v)"+(4y-3y7)2(1 - 4-2
g(y):G(y):( p)(1-p)"+(4y-3y7)2(1-y) _ y

(1-p)* C(1-p)P
Schlie$lich ergibt sich dann

4y-2y?  4e¥—2e%

Y n(n+3)e™ = f(y) =yg(y) = =pp = (I=ep

n=1

b) Nach Aurcase 36 d) ist die Funktionenreihe im Integranden gleichméagig konvergent. Die
Summanden sind stetig und somit Riemann-integrierbar auf [0, 1], weshalb wegen Satz 13.1
gilt, dass

[y [
——dx= J—dx
2. 42 2. 42
0 nzln + X — o0 h"+x
- 1J‘1 1 = 1 |\ arctan(l/n)
= — ——dx= —[arctan(¥/n)]; =
;”Q 0 (3)7+1 Zl LT

n=1

und die letzte Reihe konvergent ist.

AUFrGABE 72 (TuToRIUM)
Fur n € N seien die Funktionen f, : [0,1] — R gegeben durch

2nx?

(1+n3x2)2"

fn(x) =

Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge (f,) gleichmiflig konvergiert und berechnen Sie den

Grenzwert lim,,_, o, fo fu(x) dx.

LOSUNGSVORSCHLAG

Wir zeigen zuerst, dass die Funktionenfolge (f,,) auf [0, 1] gleichméafig gegen f : [0,1] = R; f(x) =
konvergiert. Da w? > 0 fiir alle w € R, ist klar, dass f,(x) > 0 fiir alle # € N und x € [0, 1]. Fiir jedes
n € N ist f, nach Quotienten— und Kettenregel stetig differenzierbar und wir haben

dnx(1+n3x?)? = 2nx? - 2(1 + n3x?) - 2n3x

falx) = (1+n3x2)%
_ Anx(1+ n3x? = 2n3x?) _ Anx(1 - n3x?)
- (1+n3x2)3 T (1+n3x2)3



fur x € [0,1]. Nun konnen wir ablesen, dass genau dann f,,/(x) = 0 gilt, wenn x = 0 oder

B x€[0,1]
1-13x2=0 = x*=n3 — x=n

[NI[8)

Genauso sehen wir, dass f,/(x) > 0 fur x € (O,n‘%) und f,,(x) <0 fir x € (n_%, 1]. Somit ist f,, streng
monoton steigend auf (0, n’%) und streng monoton fallend auf (n*%, 1]. Folglich besitzt f, ein globales
Maximum in x,, := 12 mit dem Funktionswert

2nn~3 1
InCon) = ) = 2
Das bedeutet, dass 0 < f,,(x) < f,(x,) = # — 0 fur n — oo fur alle x € [0,1]. Also konvergiert die

Folge (f,) gleichmafiig gegen f. Satz 13.1 liefert nun

1 1
lim J: fu(x)dx = J;) ;}an}of”(x) dx = Jo f(x)dx=0.

n—-00



