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HOHERE MATHEMATIK FUR DIE FACHRICHTUNG PHYSIK

LosuNGSVORSCHLAGE zUM 13. UBUNGSBLATT

Aurcask 73 (Usunc)
In Abhangigkeit von s € IR\ {0} sei das uneigentliche Integral

® 1
L= |

gegeben. Bestimmen Sie alle s, fiir die I; konvergiert.

LOSUNGSVORSCHLAG

1. Fall: s <0. Fiir jedes x > 1 gilt x* < x% =1 und x'/* < x% = 1, so dass 11/g > 1 ist. Wegen der
Divergenz von L é dx liefert das Minorantenkriterium die Divergenz des uneigentlichen Integrals

LOO m dx. Infolgedessen ist I; divergent.

2. Fall: s € (0,1). Wir zeigen, dass sowohl fol ﬁ dx als auch L dx konvergieren. Hieraus

folgt dann die Konvergenz von I;.

XS5+ xl/s

Fur jedes x > 0 gilt s;xl/s < % Da jol % dx gemaf3 Beispiel (1) nach Definition 2 in Paragraph 13

1
konvergiert, ist Io —7,7+ dx nach dem Ma]orantenkrlterlum konvergent.

x]/>

Fir jedes x > 0 gilt x5+x1/5 < ﬁ Da .[1 W dx wegen 1/s > 1 konvergiert (vgl. Beispiel (1)), ist

o . . .
L m dx nach dem Majorantenkriterium konvergent.

3.Fall: s=1.1, = fooo Zl_x dx ist divergent (vgl. Beispiel (1)).
4. Fall: s> 1. Ist q := 1/s gesetzt, so gilt g € (0,1). Daher konvergiert laut Fall 2

Oo 1 Oo 1
I, = ———dx= ——dx=1I;.
k J;) i+ xi/a J;] Asgxs

Fazit: I; ist genau dann konvergent, wenn s > 0 und s = 1 gilt.

AurGaBE 74 (TuTorIUM)
Es sei A > 0. Zeigen Sie, dass fiir jedes n € INU {0} das uneigentliche Integral

L,(A):= J x"e M dx
0

konvergiert, und berechnen Sie I,,(7).

Hinweis: Berechnen Sie I;(1), finden Sie dann mit partieller Integration eine Rekursionsformel
fur I,,(1) und folgern Sie schlief}lich den Wert von I,,(1) aus demjenigen von I,(1) mit Hilfe einer
Substitution.



LOSUNGSVORSCHLAG
Wir zeigen zunachst, dass das uneigentliche Integral (1) konvergiert und dass sein Wert 1 ist:
R

R
Ip(1) = lim e ¥dx= I%im [—efx] 0= lim —e R4+e0=1.

R—oo ) xX= R—o0

Nun sei nn € IN beliebig. Partielle Integration mit u#(x) = x" und v’(x) = e™ liefert

R R R
I,(1)= lim | x"e™*dx= lim([x”(—e_x)] —j nx”_l(—e_x)dx)
R—co 0 R—co x=0 0
= lim —R"e R4 ul,_; (1) =nl,_;(1). (%)

R—o

Aus dieser Rekursionsformel folgt per vollstandiger Induktion, dass das Integral I,,(1) konvergiert
mit Wert n! fur alle n e N U {0}:

IA: n=0. Zu Beginn haben wir gesehen, dass Iy(1) konvergiert und dass Iy(1) =1 = 0! gilt.

IS: Sei n e N U {0}. Das Integral I,,(1) konvergiere und es gelte I,,(1) = n! (IV). Damit ergibt sich

L) 4+ LMY (n+ Dnl = (n+ 1)

Fir jedes A > 0 und n € N U {0} fithrt die Substitution y = Ax,dy = A dx auf

AR

R AR n d
L) =lim | x%e*dx=lim (2) e a0 i [ prevay
4= 1) _ n!
= A~ (1) = T

Avurcase 75 (Usung)

a) Untersuchen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale auf Konvergenz und bestimmen
Sie gegebenenfalls ihren Wert (wobei in (i) s < 0 und x € IR sei).

(i) Lw e’ cos(tx) dt, (if) jooo Si;l}(l){gt()tjt a4

b) Untersuchen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale auf Konvergenz.

1 )
. 1 . " “
O J, st @ [, oo a

2
c) Untersuchen Sie die Reihe ) [” , ;ﬁ—lgk auf Konvergenz mit Hilfe des Integralvergleichskri-

teriums.



LOSUNGSVORSCHLAG

a) (i) Seib> 0. Es gilt:

’ st Part.Int. 1 & t=b X b st -
e” cos(tx) dt = - [e cos(tx)] + = e’ sin(fx) dt
0 S t=0 s 0

—_— ~——
w(t) () W ()
b
Part. Int. 1, g XTI st t=b  x? st
= - bx)-1)+ —= t - — t) dt
S(e cos(bx)—1) 2 [e sin(x )]t:O 2, e cos(xt)
1 2 b
= ;(esz’ cos(bx)—1)+ xze bsin(xb) - x_2J‘ e’ cos(xt) dt
S S 0

. b . . .
Addieren von f—j Jo e’ cos(xt) dt auf beiden Seiten liefert

2 b 2,,2 b
1
(1 + x_)J‘ e’ cos(xt) dt = X j e’ cos(xt) dt = ;(esz’ cos(bx)—1)+ %esz’ sin(bx)
0 0 s

s2 s2
und damit
b S S b X b
st S S :
e’ cos(xt)dt = — + e’’ cos(bx)+ ——=e*’sin(bx).
J; (1) s2+x2  s2+4+x? (bx) s2+x2 (bx)
Wegen
sb sh b— . sb .: sh b—
le®” cos(bx)| < e 20 sowie le*” sin(bx)| < e %0

ist das uneigentliche Integral IOOO e’ cos(xt) dt konvergent und es gilt:

oo b
f efcos(xt)dt = lim | e cos(xt)dt
0

b—oo Jo

+—— ¢ sin(bx))

. s s
lim (— + e’ cos(bx) —
s +x

booo\ s2+x?  s24x?
s

s2 + x2

(ii) Wir untersuchen den Integranden in der Ndhe der unteren Grenze. Es ist

log(t) < log(%) =-1

furalle 0 <t < % Ferner folgt aus der Potenzreihendarstellung des sinh (vgl. Paragraph 9
der Vorlesung)

0 <sinh(t) -t - —2n+1 p2n+1
sinh(?) (2n+1)! Z (2n+1)!

gk

n=0 n=
Index-Shift S 1 2n+3 3 C 1 2n
= _— =t —t
Z(2n+3)! Z(2n+3)
n=0 n=0
=:h(t)>0



fur alle 0 <t < %. Die durch den obigen Ausdruck definierte Funktion 4 : R — R* ist
stetig als Potenzreihe mit Konvergenzradius unendlich. Als stetige Funktion nimmt sie
auf kompakten Intervallen ihr Maximum an, also existiert ein M > 0 mit 0 < h(t) < M fur
alle0<t<1.
Also ist
B tlog(t) S tlog(e) S 1
sinh(t)—t — t3h(t) ~ t2M

furalle0<t < %. Wegen

f1l g1 [1]f=i 1 (1 )u—>0+
——dt=——|- =—|—-—-e]—>
a tzM M t t=a M a

1
ist das uneigentliche Integral foe ﬁ dt divergent. Nach dem Minorantenkriterium aus
Satz 13.5 der Vorlesung ist dann auch das uneigentliche Integral

1
e tlog(t)
_JO sinh(r)—t !

*  tlog(t)
J;) sinh(t)—tdt

—_

divergent. Somit ist das Integral

ebenfalls divergent.

Furalle 0 <t <1 gilt

P <<Vt
Damit folgt
1 1 1
0<| | = < —=
-2 Vis(Vi-t?) Vi
—_—

>0

furalle 0 <t < 1. Sei 0 <a<1. Es gilt:

! 1 t=1 a—0+
L ﬁdt:Z[\E]t:a =2-2vVa—5=2

Also ist das uneigentliche Integral fol % dt konvergent. Nach dem Majorantenkriterium
aus der Vorlesung ist auch das Integral jol ﬁ dt (absolut) konvergent.

Sei b > 0. Es gilt:

b b b
:b
J ot log(1 +£) ; Part. Int. [e_tlog(l t)]i_o J ot 1 , log(1+b) J ot 1 ;
0 - 0

—_ o 1+t el 1+t
W
Wegen
log(1 + b) I'Hospital 1
lim 081 +0) VHogpital (L
b—co eb b—oo (1 + b)eb
~——



ist das uneigentliche Integral jooo ~"og(1 +t) dt genau dann konvergent, wenn das un-

eigentliche Integral IOOO 1+t dt konvergent ist. Dieses ist tatsachlich der Fall nach dem
Majorantenkriterium aus Satz 13.5 der Vorlesung, weil fir alle 0 < t < co

o 1 -
et1—<et

gilt, und
) b
=b
j e tdt = lim et dt lim —[e_t]t =1-lime?=1.
0 b—)oo 0 b—)oo t=0 b—>oo
¢) Wir berechnen fiir t > 1 mit f(t) = (log(t))>t~1°8108(1) = (log(t))?e~108(*)}1ogllog(t))  dass

/(1) = 2(log(1) %8108+ (log 1) (818 (—- — < loglog (1))
—t71eslee W log()(log(£)(1 + log(log(1))) - 2).

Es gibt also ein ¢ € (1,00), so dass fiir t > ¢ die Funktion t > (log(t))?t~1°8(1°8(1) monoton fillt.
Substituiere x = log(t), dt =e* dx:

1 2 1 2 log(b)
J (log( )) dt = lim J ( Og( )) dt = lim J xZex—xlog(x) dx.
et og(log(t)) b—co J, tlog(log(t)) b—co Jlog(c)

Sei g(x) := x—xlog(x). Dann gilt g’(x) = —log(x) fiir x > 0 und damit g’(x) < —1 fir x > e. Zudem
ist g(e?) = —e? und somit

g(x) = g(e?) +f ¢ (v) dy < —e? +j (1) dy = —x.

e2

Wegen der Monotonie der Exponentialfunktion folgt fiir x > 2, dass e**198¥) < ¢=*, Da nach
AUFGABE 74 JOOO x%e™ dx < oo, konvergiert das Integral nach dem Majorantenkriterium und die
Reihe nach 13.6.

AurGaBE 76 (TuToRrRIUM)

a) Untersuchen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale auf Konvergenz und bestimmen
Sie gegebenenfalls ihren Wert.

(P e (!
(i) J—mm dt, (ii) J:llog(|t|) dt

b) Untersuchen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale auf Konvergenz.

(i) fol (log(t))* dt, (ii) L’l’ sm( t ) dt.

c¢) Untersuchen Sie die Reihe ) ;7 ,

skriteriums.

W auf Konvergenz mit Hilfe des Integralvergleich-



LOSUNGSVORSCHLAG

a)

b)

(i)

(i)

Sei a < 3. Es gilt:

3 2t e 2 el
e —et sc 1 1+s-1
dt °= —ds= ds
. L+et ds=sdt Joa 1+ss e 14s

3

e
j - ds=[s—log(1 + )=
e

a 1+s

= e3—log(1+63)—e“+log(1+e“)H—_m>e3—log(1+e3)

er

177 dt konvergent und es ist

Damit ist das uneigentliche Integral foo

3 5 ;
t=e’—log(1l
J_oolJretd e’ —log(l+e’)

Per Definition ist das uneigentliche Integral Lll log(|t|) dt genau dann konvergent, wenn

die beiden uneigentlichen Integrale f_ol log(|t|) dt und Jol log(|t]) dt konvergent sind. In

diesem Fall ist . 0 .
j log(|t]) dt = J log(|t]) dt +J log(|t|) dt.
-1 -1 0
Sei 0 <a< 1. Wegen

—a _ 1 1
L log(ItI)dts_:tL log(s) ds:L log(¢) dt

reicht es, nur eins der beiden uneigentlichen Integrale auf Konvergenz zu untersuchen.
Es gilt

1
f log(t) dt = [tlog(t) — t]'=} = (-1 — alog(a) + a)

sowie

1
(1): lim log(Z) 5 log(x) I'Hospital i L

lim (a—alog(a)) = lim alog T im ——— im — =0.
a—0+ a—0+ a a—0+ = xX—oo X X—00 X
a ——
—00

Folglich ist fol log(|t]) dt konvergent und es gilt:

1 1
f log(|t]) dt = lim J log(]t]) dt = -1
0 a—0+ a

und damit

1
J log(|t]) dt = -2.

1

Sei 0 <a< 1. Es gilt:

1 feos 0 log(%)
j (log(t))*dt = —J steSds = J ste™ ds
a di=—tds —log(a) 0



Wegen lim,_,(, log (%) = 00, ist das uneigentliche Integral Jol (log(t))* dt konvergent, wenn

das uneigentliche Integral jooo s*e™ ds konvergent ist. Dies ist nach Aurcase 70 tatsichlich
der Fall.

(ii) Auf (0,1] gilt sin(%) < 1. Da das "uneigentliche" Integral

1 1
Jldt:lim 1dt=1liml-a=1
0

a—0 J, a—0

konvergiert, konvergiert nach dem Majorantenkriterium auch das Ausgangsintegral.

c¢) Die Funktion t - (log(t))~1°8(*) ist fiir t > e monoton fallend. Substitution x = log(t), dt = e* dx

liefert
Joo dt _ on i dx = on eXx10g(x) 4.
3 (10g(t))10g(t) log3 x* log3

x-xlog(x) < e=* fiir x > e und da das uneigentliche

Wie in AurGaBe 75 c) berechnet, gilt e
Integral f:; e dx existiert (Wert e™¢’) konvergiert auch das Ausgangsintegral und nach 13.6

die gegebene Reihe.

Aurcase 77 (Usung)

a) Untersuchen Sie, ob die folgenden Mengen Untervektorraume bzw. affine Unterrdume des
IK-Vektorraums V sind.

(i) U,:={(a,) e V=KN|lim,_a,=a}, ackK fest,

(ii) U:={(x),x) eV =K?|x?+x3 =0}

b) Beweisen Sie Satz 14.5 (1): Sei @ # M C V und V ein K-Vektorraum. Dann ist lin(M) der
Durchschnitt aller Untervektorraume von V, die M enthalten.

c) Seien V = RR und n € IN. Weiter seien i, ..., B, € R paarweise verschiedene Zahlen (d.h.
Bi = Bj fur alle i,j € {1,...,n}, i # j). Zeigen Sie: Die Funktionen fi,..., f, € V, fi(x) = ePix
fur alle 1 <i <nund alle x € R, sind linear unabhangig.
Arsinh

LOSUNGSVORSCHLAG

a) (i) Sei a = 0. Uy ist ein Untervektorraum von V, denn die konstante Nullfolge ist der
Nullvektor in V und liegt gleichzeitig in U. Zudem gilt fiir zwei Folgen (a,) und (b,,) mit
a, »> 0und b, — 0 fiir n > co und «a € K, dass auch a4, + b,, - 0 und aa,, — 0 fir n — oo,
also (a,) + (b,), a(a,) € U,.
Seia = 0. U, ist kein Untervektorraum, da 0 ¢ U. Doch U, kann geschrieben werden als
a+ Uy, wobei a die Folge ist, die konstant a ist. Da Uj ein Untervektorraum von V ist, ist
U, somit ein affiner Unterraum von V.

(ii) Sei K = R. Dann ist x% + x‘zL = 0 genau dann, wenn x; = x, = 0 ist. Somit ist U der triviale
Untervektorraum von V.
Sei K = C. Dann ist (i,i) € U (wegen i’ = -1, i* = 1), aber 2(i,i) = (2i,2i) nicht, denn
(2i)% + (2i)* = -4+ 16 = 12. Somit ist U kein Untervektorraum und da 0 € U auch kein
affiner Raum.



b) Wir wollen zeigen, dass
lin(M) = ﬂ U.
Uo>m,U UVR von v

Dass die rechte Menge in der linken enthalten ist, ist klar, da lin(M) ein solcher Untervek-
torraum von V ist. Sei nun U ein beliebiger Untervektorraum von V, der M enthalt. Ein
Element x € lin(M) lasst sich per Definition als Linearkombination endlich vieler Elemente
aus M schreiben. Da diese endlich vielen Elemente aus M auch in U liegen und dies ein
Untervektorraum ist, liegt x somit auch in U. Somit ist lin(M) eine Teilmenge jedes solchen
Untervektorraums, also auch des Schnittes iiber all diese Untervektorraume.

c) Wir zeigen die Aussage mittels Induktion uber n.

Induktionsanfang (n = 1): Sei A;ef1* = 0 fiir alle x € R. Da ef1* > 0, folgt A; = 0.

Induktionsschritt: Sei die Aussage fiir n — 1 € IN bereits gezeigt (Induktionsvoraussetzung).
Seien Aq,..., A, € R mit

AieP¥ gk )ePrr =0 VxelR (%)
Wir multiplizieren diese Gleichung mit e™#** und erhalten
ApePropux 40, qelBrBux ) =0 Vx e R.
Wir differenzieren die letzte Gleichung und erhalten
AL(Br=Bn)e PP Ay (Buey = Bu)ePr P =0 VxeR

Da 1 —PBus---» Pu_1—Pn auch paarweise verschieden sind, folgt aus der Induktionsvoraussetzung

A1(/31 _ﬁn) == /\nfl(/-gn—l _ﬂn) =0.
Dap;=p,furl <i<n-1,folgt (f;—p,) =0 fur 1 <i<n-1und damit
/\1 :...:/\n_l :O.

Aus (+) folgt A,efr* =0 Vxe R= A, = 0. Also sind f;,..., f, linear unabhingig.

AUFrGABE 78 (TuTORIUM)

a) Untersuchen Sie, ob die folgenden Mengen Untervektorrdume bzw. affine Unterrdume des

K-Vektorraums V sind.
(i) U:={(a,) € V=KN| Y a,ist absolut konvergent},
(i) U :={(x1,%2,x3) €V =K3|x; =2x, = —3x3)},

(iii) U:={f eV =C[0,1]] [, f(x)dx+f(1/2) =1},

(iv) U:={f € V=Abb(R,R) | f hat mindestens eine Nullstelle}.

b) Zeigen Sie, dass die Funktionen cosh, cosh? € RR linear unabhingig sind. Gilt dies auch
fur die Funktionen 1, sinh? und cosh??



LOSUNGSVORSCHLAG

a) (i)

(iii)

(iv)

U ist ein Untervektorraum von V, denn die konstante Nullfolge liegt in U und mit (a,,),
(b,) € U und a € K gilt

o0 o0 (o) o0 o0
Y lan+ bl <) lad+ Y [bal<oo, Y laay=lal) lal <,
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

womit die definierenden Eigenschaft eines Untervektorraums gezeigt sind.

U ist ein Untervektorraum von V, denn der Nullvektor (0,0,0) liegt in U und mit
(x11x21x3)1 (y1:y2:y3) €Uund a €K gilt

(x1+91) = 2x2+ 2y, = 2(xp + 15) = =3x3 - 3y3 = -3(x3 +¥3), ax; =2ax; =-3axs,

also (x1,x7,%3) + (v1,92,¥3), @(x1,X2,x3) € U, womit die definierenden Eigenschaft eines
Untervektorraums gezeigt sind.

Nach Vorlesung ist C'[0,1] ein Vektorraum. Aulerdem ist jede Funktion in C'[0, 1] auf
Riemann-integrierbar auf [0,1]. U ist kein Untervektorraum, da die konstante Null-
funktion nicht in U liegt. Es ist jedoch ein affiner Unterraum, denn: Die konstante
Einsfunktion 1 liegt in U und U kann geschrieben werden als

1+{f eR[0,1]NnC'[0,1]] 'rf(x) dx+ f'(1/2) =
0

=W

was daran liegt, dass das Integral und die Ableitung sich linear Verhalten ( Io (f+2)(x)dx =
IO dx+fO x)dx, (f +g)'(1/2) = f'(/2)+ g’(1/2)). Da dasselbe fiir einen Vorfaktor a € K

gilt Io (af)(x)dx = afo x)dx, (af)(1/2) = af’(1/2)) und die konstante Nullfunktion in
W liegt, ist d1e Untervektorraumelgenschaft von W gezeigt.

U ist weder ein Untervektorraum noch ein affiner Unterraum von V, denn die konstante

Nullfunktion liegt in U, genau wie die beiden Funktionen x — x? und x — (x + 1)2, aber

x - x? + (x+1)? = 2x% + 2x + 1 hat keine reelle Nullstelle.

b) Seien a, f € R mit

acosh(x)+ B cosh?(x) =0 ¥YxeR

Setzen wir x = 0 in diese Gleichung ein, ergibt sich a = —p. Leiten wir die Gleichung zwei Mal
ab, ergibt sich

und

asinh(x) + 2 cosh(x)sinh(x) =0 VxeR

acosh(x) + 2 cosh?(x) + 2B sinh?(x) = 0 Vx eR.

Setzen wir x = 0 in diese Gleichung ein, ergibt sich @ = —2. Somit folgt = 2, also § = 0 und
somit a = 0.

Die drei Funktionen 1, sinh? und cosh? sind nicht linear unabhingig, denn wegen cosh?(x) —
sinh?(x) =1 fiir alle x € R gilt

1 +sinh®—cosh? =



sodass sich die drei Funktionen nicht-trivial zu 0 linear kombinieren lassen.
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