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Aufgabe 1 (Wahr oder falsch?)
Seien X,Y C R beschréinkte, nichtleere Mengen. Sind die folgenden Aussagen wahr oder
falsch?

ﬁ E] sup X und inf X existieren.
Diese Aussage ist wahr nach dem Vollstédndigkeitsaxiom (A15) und der Folgerung 4.2.

W F
Ol inf X <supX.
Diese Aussage ist falsch. Betrachte zum Beispiel X = {0}. Es gilt inf{0} = sup{0}.
= sup{—z: z € X} =—inf X.
Diese Aussage wurde im Beweis von Folgerung 4.2 gezeigt.
W F
OM sup{|z|: z € X} = [sup X].
Diese Aussage ist falsch, wie man am Beispiel X = {—1,0} sieht. Hier gilt |sup X| =
0, aber sup {|z|: z € X} = 1.
Wenn man
{lJzg] :z e X} ={z:ze X, >0} U{—z: € X,z <0}
schreibt, dann kann man aus dem dritten und sechsten Teil dieser Aufgabe, die
wahre Aussage
sup {|z| : z € X} = max{|sup X|, |inf X|}
kombinieren.
%E sup{zy: z € X,y€ Y} =supXsupY.
Um zu sehen, dass diese Aussage falsch ist, setzen wir X = {—1,0} und ¥ = {—1}.
Dann gilt sup X = 0 und supY = —1, also sup X supY = 0. Andererseits gilt
{zy: z€e X,y e Y} ={1,0} und somit sup{zry: v € X,ye Y} =1
= sup(X UY') = max{sup X,supY'}.
Diese Aussage ist wahr. Setze v = max{sup X,supY}. Fiir alle z € X gilt = <
sup X <~ und fiir alle x € Y gilt ebenfalls x < supY < ~. Somit haben wir z <~
fir alle x € X UY gezeigt, d.h., v ist eine obere Schranke von X UY. Sei 7 eine
obere Schranke von X UY. Fiir alle z € X gilt x <4 und fiir alle z € Y gilt z < 7.
Daher ist 4 > sup X und 4 > sup Y. Also insgesamt 4 > max{sup X,supY}. Es
folgt die Behauptung.
Om inf(X NY) = max{inf X,inf Y}, falls X NY # 0.

Diese Aussage ist falsch, wie man am Beispiel X = {0,2} und YV = {1,2}
sieht. In diesem Beispiel gilt inf(X NY) = inf{2} = 2 und max{inf X,inf Y} =
max{0, 1} = 1. Man kann zeigen, dass in dieser Situation die Aussage inf(X NY) >
max{inf X, inf Y} immer richtig ist.
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VeeX: z>0=infX >0.
Diese Aussage ist falsch, denn es gelten inf(0,1) =0 und = > 0 fiir alle z € (0, 1).

=
|l

W=
=

dreX: xz>0=supX > 0.

Wir beweisen die Aussage mit dem Prinzip der Kontraposition. Es gelte also
sup X < 0. Dann ist nach Definition des Supremums 0 eine obere Schranke von X.
Dies bedeutet, dass z < 0 fiir alle x € X gilt. Wir haben also die Aussage

supX <0=VzeX: z2<0

gezeigt. Nach Aufgabe 3a), Blatt 1 ist dies dquivalent zu der hier behaupteten

Aussage.
Aufgabe 2
Bestimmen Sie jeweils alle x € R, die die folgende Bedingung erfiillen.
a) lz+1| =z —2| ¢) 2—2—z|]| <1
b) |z +2| > |z — 3| d) |z —4] > 22

Losungsvorschlag. Sei x € R.
a) Es gilt

41 =z -2 <= (z+1)* = (z —2)?
— 2242 +1=2?—4z+14
< 6z =3

— L
r=—.

2
b) Es gilt mit dhnlicher Rechnung wie in Teil a)

1
lz+2|> |z -3 <= 2 +dr+4>2° 62+ 9 — T> .

c) Es gilt
2—[2—2]|<1 < 1<|2—2]<3.

Wir unterscheiden zwei Fille. Falls x < 2, gilt |2 — | = 2 — x und somit
1<2—2<3 <= —-1<z<1.

Der zweite Fall ist > 2. Dann gilt |2 — 2| = x — 2 und es folgt
1<2-2<3 <= 3<z<h.

Insgesamt haben wir gezeigt

2—]2—2]|<1 < =z €[-1,1]U|3,5].
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d) Wir machen wieder eine Fallunterscheidung. Falls x > 4 gilt |z — 4| =z — 4. Wir

haben

2 = O>m2—:v—|—4:(x—%)2—i—%

r—4>zx
und wir erkennen, dass in diesem Fall kein x die Bedingung erfallt, da der Ausdruck
auf der rechten Seite strikt positiv ist. Im zweiten Fall betrachten wir x < 4 und

somit |z — 4| = 4 — z. Hier gilt

d-r>a? = 0> ba-d= () - = - P o<+ o
Es folgt daher
2
|r — 4| >« :)xe(—%—\/g’_%_Fg) 0

Aufgabe 3
Untersuchen Sie, ob das Supremum, Maximum, Infimum oder Minimum der folgenden
Mengen existiert und bestimmen Sie diese Groflen gegebenenfalls.

a)A:{(—l)”(l—%):nEN}. C)C={$+%ZO<LL’§17}.
b) B={2>—-2+2: 2R} d)D:{lfizixeR}.
Losungsvorschlag.

a) Wir zeigen, dass sup A = 1 gilt und dass max A nicht existiert. Analog zeigt man,
dass inf A = —1 gilt und min A nicht existiert. Fiir alle n € N gilt (—1)"(1 — 1) <
1-— % < 1. Somit ist 1 eine obere Schranke und 1 ¢ A. Wir nehmen an, dass ¥
eine obere Schranke von A mit 4 < 1 wére. Daraus folgt fiir alle n € N mit n
gerade die Ungleichung 1 — % < #, also 1iﬁ > n. Dies steht im Widerspruch zur
Unbeschranktheit von N, also ist die Annahme falsch. Daher ist 1 das Supremum
von A. Da wir schon 1 ¢ A festgestellt haben, hat A kein Maximum.

b) Wir zeigen zundchst min B = %. Fiir jedes x € R gilt

N2 77
2
— 2=(x—= - > -
x T+ (:c 2) + 11
Setzt man x = %, so folgt einerseits, dass % in A liegt. Andererseits sehen wir
> —x+2> % fiir jedes z € R. Damit ist inf B = min B = % gezeigt.

Nun zeigen wir, dass A nach oben unbeschrinkt ist. Sei n € N mit n > 2. Dann ist
n? —n +2 € B und wir erhalten

n2—n+22n(n—1)2n.

Somit ist B nach oben unbeschrankt.
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c)

Wir zeigen zunédchst min C = 2. Setzt man z = 1 so erhélt man 2 € C. Ferner
erhalten wir fir alle z € (0, 17]

1 241 —1)2
ploeHl @D s,
xr X xr

Also folgt direkt inf C = min C' = 2.

Nun zeigen wir, dass C nach oben unbeschrankt ist. Sei n € N. Wir setzen z = %
Dann ist x + % € C und es gilt

1 1
r+—=—4n>n.
r n

Da N nach oben unbeschrankt ist, ist auch C' nach oben unbeschrankt.

Mit & = 1 sieht man 0 € D. Auflerdem gilt offenbar 22(1 4 22)~! > 0 fiir alle z € R.
Also folgt direkt inf D = min D = 0. Es gilt min D = 0.

Wir zeigen nun sup D = 1. Die Menge D ist nach oben durch 1 beschrankt, denn
wegen 1 + 2 > 0 gilt fiir alle 2 € R die Abschétzung

x2 1+ 22

< =1.
1422 1422

Also ist 1 eine obere Schranke von D und es gilt 1 ¢ D. Es bleibt zu zeigen, dass 1

die kleinste obere Schranke von D ist. Sei v < 1 beliebig. Dann gibt es ein x € R
2

mit 2 > ﬁ Diese Ungleichung ist dquivalent zu H:E»W > ~v. Also ist v keine obere

Schranke von D. Daraus folgt die Behauptung. O
Aufgabe 4
Seien x,y € R und n € N.
a) Zeigen Sie
n—1
" — yn — (I . y) Z xn—k—lyk.
k=0
b) Wenn z,y > 0, dann gilt

c)

<y < 2" <y".

Zeigen Sie die binomische Formel

@r =3 <Z> atynF,

k=0
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Losungsvorschlag.

a) Das Argument in der folgenden Rechnung nennt man Teleskopsummenargument.
Wir berechnen

n—1 n—1 n—1
(JI o y) Z xn—k—lyk = Z xn—k—lyk —y Z xn—k—lyk
k=0 k=0 k=0
n—1 n—1
_ Z xn—kyk o Z xn—k—lyk—i-l
k=0 k=0
n—1 n
_ Z xn—kyk o Z xn—kyk
k=0 k=1
n—1 n—1
=" 4+ Z xn—kyk o Z xn—kyk _ yn
k=1 k=1

_ xn _ yn

wobei wir im dritten Schritt eine Indexverschiebung durchgefithrt haben.

b) In Teil a) haben wir die Gleichung
Olw—y)=a" —y"
n—1
gezeigt, wobei C' = Y g F—lyk
k=0

ist. Wir erhalten folglich

wegen > 0 und y > 0 eine nichtnegative Zahl

r<y<=12-y<0 <= Clz—y) <0 <= 2" —y" <0 < 2" <y"

¢c) ImFalln=0gilt (z+9)°=1= (g)xky"_k. Sei n € N. Wir nehmen an, dass
k=

[e=]

die Aussage

gilt. Wir berechnen auflerdem

n n n! n!
<k> + (k:— 1) Mo T G- D=k 1)
(n—k+1)n! + kn!

El(n —k+1)!
~ (n+ 1)
~ kl(n+1—k)!

1)
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fiir jedes k € {1,...,n}. Mit der Induktionsannahme, einer Indexverschiebung und
obiger Formel erhalten wir

(z+y)" = (@+y)(z+y)"

= (z+7) i (Z)xnk k

k=0
n n . n n .
Z <k>x k+1yk 4 Z <k> k k+1
k=0 k=0
n n+1
Z (Z) n— k+1yk+ ( )xnkJrlyk
k=0 k=1
= n+1+z l( ) - )] n— k+1yk+yn+1
n+1
_ Z ( > n—i—l—kyk.

Aus dem Prinzip der vollstdndigen Induktion folgt die Behauptung. O

Aufgabe 5
Zeigen Sie die folgenden Aussagen durch vollstdndige Induktion.

<

a) i kzzw fir alle n € N.
k=1

n n 2
b) Zk?’:(Zk) fiir alle n € N.
k=1

¢) Fiir jedes n € N ist die Zahl 42"+ 4 37*2 durch 13 teilbar.
d) Y k72 <2 fiir alle n € N.

k=1
Zusatz: Kénnen Sie die Aussagen auch ohne vollstdndige Induktion beweisen?

Losungsvorschlag.
a) Wir betrachten n = 1 und erhalten die wahre Aussage

1-2-3

1
P=1=
2 6

Es sei n € N. Wir nehmen an, dass die Aussage

nn+1)(2n+1)
Zk2 G

gilt. Daraus folgt

n+1 n(n+1)(2n + 1) (4 1)(n+2)(2n+3)
kglkz Zk2 +(n+1)2 ; +(n+1)? = G :

Aus dem Prinzip der vollstdndigen Induktion folgt die Behauptung.
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b) Falls n = 1 sehen wir, dass die Aussage
1 1 2
Yk =1= (Z k:)
k=1 k=1
richtig ist. Es sei n € N. Wir nehmen an, dass die Aussage
n n 2
S k= (Z k)
k=1 k=1

n
gilt. Damit und mit der aus der Vorlesung bekannten Formel > k = n(n2+1)

k=1

berechnen wir

n+l \ 2 n 2
(Zk> = (Zk+(n+1)>
k=1 k=1
n 2 n
= (Zk) +2n+1)> k+(n+1)?
k=1 k=1
=Y B +nn+1)*+(n+1)>°
k=1
n+1
=) K.
k=1

Aus dem Prinzip der vollstdndigen Induktion folgt die Behauptung.

c¢) Fiir den Induktionsanfang stellen wir fest, dass 4% + 32 = 91 = 7- 13 gilt. Es sei
n € N. Wir nehmen an, dass die Zahl 42**! 4 372 durch 13 teilbar ist. Folglich
existiert k& € N mit 427! 4+ 37+2 = 13k. Wir berechnen

42(TL+1)+1+3TL+1+2 — 1642n+1+33n+2 — 13_42n+1+3(42n+1+3n+2) — 13(42n+1+3k)

Offensichtlich ist diese Zahl durch 13 teilbar, sodass die Behauptung aus dem
Prinzip der vollstdndigen Induktion folgt.

d) Wenn man versucht, die angegebene Aussage mit vollstdndiger Induktion zu be-
weisen, wird man vermutlich nicht direkt zum Ziel kommen. Man kann ndmlich
aus der Induktionsannahme keine sinnvolle Information fir den Induktionsschritt
verwenden. Der Trick besteht darin, dass man stattdessen versucht, eine schérfere
Ungleichung zu beweisen. Dies scheint zwar im ersten Moment schwieriger zu sein,
allerdings fithrt es hier deshalb zum Ziel, weil man bei einer schirferen Aussage
auch im Induktionsschritt eine stirkere Voraussetzung aus der Induktionsannahme
verwenden kann. Konkret zeigen wir im Folgenden, dass sogar

n
dkP<2-
k=1

fir allen € N

S
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gilt. Der Beweis ist nun nicht schwer. Im Fall n = 1 erhalten wir die wahre Aussage

1
> k7?=1<2—1.Essei n € Nund wir nehmen an, dass

k=1
n
S k?P<2- 1
k=1 n
gilt. Wir berechnen mit dieser Annahme
n+1 n
1 1 1 1
2= k24— <2——+ <2 .
kgl ,;1 (n+1)2 — n o (n+1)2 n+1

Im letzten Schritt haben wir verwendet, dass

1 1 1 1

< -
(n+1)2 " nn+1) n n+l

gilt. Aus dem Prinzip der vollstdndigen Induktion folgt nun die Behauptung. [

Aufgabe 6
Wir definieren die Fibonacci-Folge (an)nen, durch die rekursive Vorschrift

ap =0, a1 =1, ap = Gp—9 + an—1 fur alle n € N mit n > 2.
Wir bezeichnen mit ¢ den goldene Schnitt ¢ = 1+2‘/5.
a) Zeigen Sie die Formel von Binet a, = \/ig (¢" — (=)™ ") fur alle n € N.

b) Im Aufzug vom Physikhochhaus gibt es ein Schild mit folgender Aufschrift.

Bitte
keine benachbarten
Stockwerk-Nummern
driicken

Stockwerk -
;@%»?

Zeigen Sie, dass in Hochh&dusern mit n Stockwerken die Anzahl der moglichen
Stockwerkswahlen in Abhéngigkeit von n durch die Fibonacci-Folge gegeben ist,
wenn der Aufzug im Erdgeschof} startet.

Losungsvorschlag.

a) Wir verwenden im Folgenden die Gleichung (—¢)™! = %5 Da wir im Indukti-
onsschritt die Rekursionsformel verwenden werden und in dieser die zwei vorherge-
henden Folgenglieder auftreten, miissen wir hier die Formel fiir die ersten beiden
Folgenglieder nachrechnen. Es gilt

w=0=Z(1-1= (&~ (=)").
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und
a1:1:i- (L+v5) - (1-V5) =L<301—(_80)71>.
Vb 2 VB
Sei n € N mit n > 2. Wir nehmen an, dass die Formel fir a,_» und a,_1 korrekt

sind. Wir stellen fest, dass ¢ und (—¢)~! die beiden Lésungen der Gleichung
22 = 1 + z sind. Folglich gilt

Qp = Ap—2 + Gn—1

= 2= (0™,

b) Die Stockwerke ab dem Erdgeschof8 seien mit 1,...,n bezeichnet. Fiir n = 1 gibt
es zweil Moglichkeiten: gar nicht oder {1} zu dricken. Fiir n = 2 kann man, gar
nicht, {1} oder {2} driicken, geméafl dem Schild ist aber {1,2} verboten. Fir n =3
erhdlt man entsprechend die fiinf Moglichkeiten gar nicht, {1}, {2}, {3} oder {1, 3},
da 1 und 3 nicht benachbart sind. Angenommen wir wiissten die gesuchten Zahlen
A, o und A,_1 fir n — 2 bzw. n — 1 Stockwerke wobei n € N grofler als 2 ist. Man
erhélt alle zuldssigen Kombinationen fiir n Stockwerke, wenn man entweder eine
Kombination fir n — 1 Stockwerke wéahlt und n nicht driickt oder wenn man eine
Kombination fiir n — 2 Stockwerke wahlt und zusétzlich n driickt. Damit folgt die
Rekursionsformel A, = A,_1 + A,_2. Aufgrund der Anfangswerte erhalten wir

Ay = apyq fir alle n € N. .
Aufgabe 7
Sei n € N. Seien ay,...,a, € (0,00).

a) Zeigen Sie die Ungleichung zwischen dem harmonischen und dem geometrischen

Mittel
1 -1 n 1/n
= k=1

b) Zeigen Sie die Ungleichung zwischen dem arithmetischen und dem quadratischen
Mittel

— Z arp < < Z a%) .
"= "=
Hinweis. Y p_1 S1 (a — ap)?.

Losungsvorschlag.
a) Wir definieren b, = (ay)~! fiir k € {1,...,n}. Wegen a; € (0,00) gilt auch
br € (0,00) fiir k € {1,...,n}. Wir kénnen daher die arithmetisch-geometrische
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Mittelungleichung aus der Vorlesung auf die Zahlen by, ..., b, anwenden und erhal-
ten die Ungleichung

n —1/n n 1/n n 1/n 1 n 1 n
(o) = (fTat) = (ITn) <i3n-23a
k=1 k=1 k=1 "= "=
Aus dieser Ungleichung folgt die Behauptung durch Kehrwertbildung.
b) Wir berechnen

n n
0<Y> > (ar—a)
k=11=1
n n n n n n
=2 D ak=2). ) mart ) D af
k=11=1 k=11=1 k=11=1
n n 2
:ZnZa% -2 (Zak)
k=1 k=1

Durch Teilen dieser Ungleichung durch 2n? und Umstellen der Terme erhalten wir
daraus die Ungleichung

1\ o1&,
— a < — as..

Die Behauptung folgt nun durch Wurzelziehen. 0

10
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