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3. Übungsblatt

Aufgabe 1 (Wahr oder falsch?)
Wir betrachten die Folgen (an), (bn), (cn) und (dn). Es sei (an) konvergent, (bn) beschränkt,
(cn) divergent und (dn) eine Nullfolge. Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch?

a)
W
�

F
� (an) ist beschränkt.

b)
W
�

F
� (a−1

n ) konvergiert.

c)
W
�

F
� (bnan) konvergiert.

d)
W
�

F
� (bncn) divergiert.

e)
W
�

F
� (bndn) konvergiert.

f)
W
�

F
� (dn

n) konvergiert.

g)
W
�

F
� (c2n) konvergiert⇒ (c2n+1) divergiert.

h)
W
�

F
� (b2n), (b2n+1), (b3n) konvergieren ⇒

(bn) konvergiert.

i)
W
�

F
� ∃ ε > 0 ∀n0 ∈ N ∃n ≥ n0 :
|cn − cn+1| > ε.

Aufgabe 2

a) Für welche z ∈ C gilt z = |z|? Für welche z ∈ C gilt z2 = |z|2?

b) Skizzieren Sie die Mengen

(i) D0 = {z ∈ C : 1 ≤ Re z ≤ 2, 0 ≤ Im z ≤ 1},

(ii) D1 = {−z : z ∈ D0},
(iii) D2 = {iz : z ∈ D0},

(iv) D3 =
{
z2 : z ∈ D0

}
,

(v) D4 =
{
z−1 : z ∈ D0

}
,

(vi) C1 = {z ∈ C : |z − 3− i| < 1 und |z − 2 + i| ≤ 2},
(vii) C2 =

{
z ∈ C : |z + i|+ |z − i| = 10

3

}
.

c) Sei p ein reelles Polynom und z ∈ C eine Nullstelle von p. Zeigen Sie, dass dann
auch z eine Nullstelle von p ist.

d) Das Polynom p ist durch

p(z) = z4 + (1 + i)z3 + (6 + i)z2 + 6z, z ∈ C

gegeben. Zerlegen Sie p in Linearfaktoren.

Aufgabe 3
Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

a) Sei z ∈ C mit |z| > 1. Dann divergiert die Folge (zn).

b) Sei z ∈ C mit |z| = 1. Dann ist die Folge (zn) genau dann konvergent, wenn z = 1.

c) Sei p ein Polynom (über C). Dann gilt lim
n→∞

n
√
|p(n)| = 1.

d) Seien k ∈ N und z ∈ C mit |z| > 1. Dann gilt lim
n→∞

nk

zn = 0.
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Aufgabe 4
Untersuchen Sie die nachstehenden Folgen (an) auf Konvergenz und geben Sie gegebe-
nenfalls den Grenzwert an.

a) an = 6n2 + 3n− 4
1 + n2 .

b) an = 1
n4

n2∑
k=1

k.

c) an =
√

9n2 + 2n + 1− 3n.

d) an =
(3 + 4i

5

)n

.

e) an = (n + 2)42 − n42

n41 .

f) an = 1 + n3 − 2n4

n3n − 4n2 .

g) an =
(

1
2n

+
n∑

k=0

(
n

k

)
1

3n+k

)1/n

.

h) an =
(

1− 1
n

)n

.

i) an =
(

1 + 1
n2

)n

.

j) an = n
√

n!.

k) an =
n∏

k=2

(
1− 1

k2

)
.

l) an = n
√

xn + yn + zn, x, y, z ≥ 0.

Aufgabe 5
Sei c > 0. Sei a1 > 0. Wir definieren die Folge (an) durch die rekursive Vorschrift
an+1 = 1

2

(
an + c

an

)
für alle n ∈ N.

a) Zeigen Sie, dass lim
n→∞

an =
√

c gilt.

b) Wir setzen rn = an −
√

c für jedes n ∈ N. Zeigen Sie, dass rn ≥ 0 und rn+1 ≤ r2
n

2
√

c

für fast alle n ∈ N gelten.
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