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Hohere Mathematik fiir die Fachrichtung Physik

Losungsvorschlag zum 5. Ubungsblatt

Aufgabe 1 (Wahr oder falsch?)
Sei (a,) eine Folge.

W F o) .
COM Ing € NVn >ng: ]an| <1= Y a, konvergiert.
n=1

B

U=

=

=

=

-

=

=

Die Aussage ist falsch. Ein Gegenbeispiel ist durch die harmonische Reihe mit
Gp = % fiir alle n € N gegeben. Es gilt ndmlich {/]a,| < 1 fiir alle n € N mit n > 2,
trotzdem ist die Reihe divergent.

o0
> ay konvergiert = Ing € NVn > ngy: la,| < 1.

n=1
o0
Diese Aussage ist wahr. Da die Reihe )" a, konvergiert, ist die Folge (a,) eine

n=1
Nullfolge. Somit existiert ng € N mit |a,| < 1 fiir alle n > ng. Daraus folgt auch
Yl]an| <1 fir alle n > ny.

o0
dng € NVn > ngp: % <1- % = Y. a, konvergiert.
n=1

+
Qn
Diese Aussage ist falsch. Als Gegenbeispiel betrachten wir eine harmonische Reihe,

wobei wir a1 = as = 1 und a,, = ﬁ fir alle n € N mit n > 3 setzen. Es gilt in

diesem Fall ) ) .
lant1| —n— _ “1_-
lan| n—1 n—1 n

fiir alle n > 3, die Reihe ist jedoch divergent.

o0
dng € NVn > ngp: % < 1—%:> > an konvergiert.

+
a
" n=1

Die Aussage ist wahr. Fiir alle n > ng gilt |ap41| < (1 — 2) |a,|. Wir erhalten also
iterativ

|ans1] < ( IT(1- Z)) |, | = ( II ’“;2) | = {10 (—nzz(;z;n— Dl

k=no k=ng

o0
fiir alle n > ng. Da die Reihe ) ﬁ konvergiert, folgt die Behauptung aus dem
n=2

Majorantenkriterium.
o0
lim n?|a,| € [0,00) = 3 a, konvergiert absolut.
n—o0 ne1
Diese Aussage ist wahr. Sei a = le n?|an|. BEs gilt n?|a,| < a + 1 fiir fast alle
n—oo
n € N und somit

‘an’ <

fiir fast alle n € N. Da die Reihe § % konvergiert, folgt die Behauptung aus dem
n=1

Majorantenkriterium.
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Aufgabe 2
Zeigen Sie, dass die Reihe

RN DU SRS N S
VZ2OVB VA VB VB

konvergiert, aber dass das Cauchyprodukt der Reihe mit sich selbst divergiert.
Losungsvorschlag. Die Reihe
1 1 1 1 L (1)t >

.y
S GtAETTE T L L

n=1

—_

konvergiert nach dem Leibnizkriterium, weil (%)nGN eine monoton fallende Nullfolge ist.
Mit einer Indexverschiebung erhalten wir

<y & 1y
n; vn _ngo n+1

Setze nun a, = 5/7) fiir n € Ny fiir jedes n € N. Fiir das Cauchyprodukt Z ¢, der

n=0
o0
Reihe ) a, mit sich selbst berechnen wir
n=0
Cn = Gp_Qf =
" Z”kk Z\/n—k—i-l VETL Z Vn—k+1-VE+1
fiir jedes n € N. Mit der arithmetisch-geometrischen Mittelungleichung folgt
n
1
C =
) kzo\/n—k-i-l-\/k-i-l
Z": 1
k:o% (n—k+1+k+1)
n
i—ont 2
~2(n+ 1) 2n 2
“Thi2 T30 3
o0
fir jedes n € N. Demnach ist (¢,,) keine Nullfolge und damit Y ¢, divergent. O

n=0

Aufgabe 3
Fiir welche z € C konvergieren die folgenden Potenzreihen? Bestimmen Sie im Falle der
Konvergenz den Reihenwert.



22. November 2019
Institut fir Analysis
Dr. Christoph Schmoeger

Karlsruher Institut fiir Technologie Dipl.-Math. Andreas Geyer-Schulz

) an". b) Zn2z"
n=1 n=1

Losungsvorschlag. Der Konvergenzradius beider Potenzreihen ist 1, da

lim /n= lim VnZ=1

n—oo n—oo
gilt.

Somit sind beide Reihen fur alle z € C mit 2| < 1 konvergent und fir alle z € C
mit |z| > 1 divergent. Fir |z| = 1 bilden die Reihenglieder keine Nullfolge, daher sind in
diesem Fall beide Reihen divergent. Sei nun z € C mit |z| < 1. Wir berechnen in beiden
Fallen den Reihenwert.

a) Es gilt mit dem Beispiel zum Cauchyprodukt aus der Vorlesung

<r§>zn> ‘ (,izk> - i iznszk = i En:Z” = i(n+ 1)2"

n=0 k=0 n=0 k=0 n=0

o0
Somit folgt aus der geometrischen Reihe die Formel nXZ:O(n +1)2" = ﬁ Damit
erhalten wir

00 0o
n;lnz":znz::lnz —ZZ Tl-l—l (1_2)2.

b) Aus der Vorlesung ist bekannt, dass

-2(x) -
k=0
fiir jedes n € N gilt Damit folgt
ZnQZ" Z <2 <Zk> —n)z
n=1 n=0
2 Z (kz*) — Z nz"
n=0k n=0

n=0

M:

Il
=}

Mit Teil a) erhalten wir schliefflich

1 z z
2.n
E nz'=2- . -
_ _ ~)2 _ )2
= 11—z (1-2) (1-2)

B z 1+ 2
C(1-2)2 1-2
(1+2)
=2 .
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Aufgabe 4
Untersuchen Sie die nachstehenden Reihen auf Konvergenz und absolute Konvergenz.
= /n—1\" = n! > n+4
. d — B e—
) > () Pt 0 X
00 52n 1 o 1 n+1 n? 00 in
-1
= Un > [5n > ( 1 1
f —_1\" _
C)nz::ln! )nz::l 4dn i) nz::l( ) n+1 n+2
Losungsvorschlag.

a) Setze a,, = (=1)" fiir jedes n € N. Es gilt

1 n
an:(1n>

Nach Aufgabe 4h), Blatt 3, gilt lim,, ;o a, = e~'. Damit ist (a,) keine Nullfolge
o0

und Y (1) divergiert.
n=1

b) Setze a, = (—1)"5222—;1 jedes n € N. Es gilt

a _1(_25>”
"5\ 32

_ 125 25
lim {/|a,| = =

im —(=—=-—=<1,
n— 00 n—oo /5 32 32

fiir jedes n € N. Wegen

[e.°]
ist > (—1)"3 25n konvergent Da es sich hier um eine geometrische Reihe handelt,

n=
kann man den Reihenwert auch konkret berechnen. Es gilt

ST (CBy 5T

5%1 1 —25°°< 25)"_ 5 1 5
0 32

o0

z_: o5n T 5 32 £\ 32

n=1 n—=

c) Setze a, = nn—\/,ﬁ fiir jedes n € N. Da_ lim Yn — 1, gibt es C > 0 mit Yn < C.
: n—oo

Somit folgt
n C
<

lanl = n! ~ nl
Da Z -1 nach Vorlesung gegen C(e — 1) konvergiert, konvergiert auch Z \F
’ n=1

absolut nach dem Majorantenkriterium.
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d) Setze a, = ,% fiir jedes n € N. Es gilt
antt|  (n4+1)" < n )" B 1
an | (n+1)ntnl \n+1/) (14 1)n

fiir jedes n € N. Wir erhalten le = e~ ! < 1. Deshalb konvergiert die Reihe
n—oo

an41
a

n

(o 0]
> nl,: absolut nach dem Quotientenkriterium.
n=1

Setze a, = 2%(’%1)”2 fiir jedes n € N. Es gilt

=5 (1+3)"

an| = = -

fiir jedes n € N. Wir erhalte liﬁm Vlan| = § > 1. Deshalb divergiert die Reihe
n—oo

> 2%(”7“)”2 nach dem Wurzelkriterium.

n=1

Setze a, = (iZ) fiir jedes n € N. Es gilt

_ @ +1)l(n+1)!(5n)!

(5(n + 1))!(4n)!n!
_ An+4)An+3)4n+2)(4n+1)(n+1)
~ (5n+5)(5n +4)(5n + 3)(5n + 2)(5n + 1)
L @+Ha+Hu+Ha+Ha+d)
CBHEDGHDNEH GG+ )

an+1
Gnp,

-1

fiir jedes n € N. Wir erhalten lim |2+
n—o0

[e.°]
= ‘51—;‘ < 1. Deshalb ist die Reihe 21 9]
n=

absolut konvergent nach dem Quotientenkriterium.

Setze a, = m fiir jedes n € N. Fiir jedes n > 3 gilt —3n + 1 < 0. Daher folgt
n 1
ap 2 — = —
n n

fir jedes n > 3. Da die harmonische Reihe divergiert, divergiert auch die Reihe

o0
S 24 nach dem Minorantenkriterium

— nZ2—3n+1
Setze a, = = fiir jedes n € N. Die Reihe Z " konvergiert nicht absolut, da
lay,| = % fur Jedes n € N gilt. Sei n = 2k fur ein k‘ € N. Dann gilt
B izkz B (_1)k
R0k T 2%k

Sei nun n = 2k 4 1 fiir ein k € Ny. Dann gilt

i?k-i—l ) (_1)k
=i :

2k +1 2k+1

a2k+1 =
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Deshalb gilt

0 oo 1\k 00 1)k
ZRean:Zﬂ, Zlmanzz( D) .
n=1 k=1 2k n=1 k=0 2k + 1

Da die beiden Folgen (5% )ken und (ﬁ)keN monoton fallende Nullfolgen sind,
konvergieren beide Reihen nach dem Leibnizkriterium und damit per Definition

X .
auch die Reihe >
n=1
i) Setze a, = (—1)"(—+ — %4’2) fiir jedes n € N. Es gilt

1 I 1 _ 1
S n+l n+2 m+1)n+2) w2

Da die Reihe Z 5> konvergiert, konvergiert auch die Reihe Z (- (L5 — 1)

n=1
absolut.

Aufgabe 5
Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz.

a)fj<e—ikl!>. b)i(e—(l—i—i)n).

n=0 k=0 n=1

Losungsvorschlag. Nach Vorlesung gilt Z ki =

n
a) Sei n € N. Wir setzen a, =e — > % Es gilt
k=0 "

1 "1
w22

> 1
N

k
> 1
< Z 2k—1
k=n+1
1 &1

P
k
Z”k:OQ

Damit erhalten wir |a,| < 57 fiir jedes n € N. Da die geometrische Reihe

-1
> <l) " konvergiert, folgt aus dem Majorantenkriterium die absolute Konvergenz

2
n=1

o0
der Reihe > a,.
n=0
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b) Sei n € N und n > 2. Wir setzen b, = e — (1 + %)n Es gilt

(2

s

I
M]3
=) =

i
o

v
(]
==

|

N

—

_|_
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N——
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i
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Il
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(1=
/
> 3
<_=
A~
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%-
Da die harmonische Reihe divergent ist, folgt aus dem Minorantenkriterium, dass
o0
auch die Reihe Y b, divergiert. O
n=1
Aufgabe 6
Fiir welche € R bzw. z € C konvergieren die folgenden Potenzreihen?
= 2n+1 > 1 1
a) — " c) (1++--~+)z”
nz::g (n— 1)2 7; 2 n
b) Z en(1+(71) )1,271 d) Z (Z —:712 1)
n=1 n=1
Losungsvorschlag.

a) Setze a, = (2n+1)/(n — 1)? fiir jedes n € N. Es gilt
lan]  2n+1 n? 2+ 1/n 1

lans1] (n—1)2 2n+3 (1—-1/n)2 2+3/n

7
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fiir jedes n € N. Wir erhalten lim anl " 1 Die Reihe hat daher den Konvergenz-

n=oo lant1l
radius 1. Wir miissen nun noch die Rédnder des Konvergenzintervalls, also x = —1

und z = 1, untersuchen. Dies liefert die zwei Reihen

o0 [e.9]

4l o+ 1
St

Die Konvergenz der ersten Reihe wird durch das Leibnizkriterium garantiert, denn
es gilt

2n+1 2(n—1)+3 2 3 2 3 2n+3
e e = > _— =
i (n—1)2 (n—1)2 n—1+(n—1)2_n+n2 n?

= Gp+1

fiir jedes n € N. Die zweite Reihe hingegen divergiert nach dem Minorantenkriterium,
da a, > 2n/n? = 2/n fiir jedes n € N gilt. Insgesamt konvergiert die Reihe
konvergiert genau dann, wenn z € [—1,1) gilt.

Die Reihe hat die Form ) 72, arz® mit agy, = e"(H(=D") ynd asp+1 = 0 fiir alle
n € N. Somit ist
2n/2n __
o om o e =-e, n gerade,
Nao, | = 2 |en(I+H(=1)")| =
[a20] | /2n =1 p ungerade,

und wegen *"/|ag,+1| = 0 fiir alle n € N folgt lim sup,_, o /|ax| = e, d.h. die
Potenzreihe hat den Konvergenzradius e™!. Fiir 2 = +e~! ergibt sich die Reihe

i en(1+(71)")ef2n‘
n=1

Diese Reihe ist divergent, da fiir gerades n gilt: e T(=1D")e=2n = ¢2ne=20 — 1 ,
(n — 00). Die Potenzreihe konvergiert daher nur fiir x € (—e™!,e™!).

Bemerkung: Man kann auch y := 2% setzen und 2 ; e"I+(=D")yn petrachten.
Diese Reihe hat Konvergenzradius e~2, d.h. sie ist konvergent fiir |y| < e~2 und
divergent fiir |y| > e~2. Hieraus folgt dann Konvergenz fiir || < e~! und Divergenz
fiir [x] > e~ L.

Fir a, := 1+ % + ... +% gilt offenbar 1 < a, < n. Wegen {/n ——=5 1 folgt
hieraus {/[an| =% 1. Die Potenzreihe 3°° | a,,2" hat also den Konvergenzradius
R :_1:1 = 1. Fir |z] = 1 konvergiert die Reihe nicht, denn dann gilt |a,2"| =

n—oo

an, —— 00, d.h. die Reihenglieder konvergieren nicht gegen 0. Konvergenz der
Reihe liegt also nur fiir |z| < 1 vor.

) An o)
Fir den Konvergenzradius R von Y % = Y anp(z+ 31)" mit a,, := % ergibt
n=1 n=1
sich wegen
1
limsup {/|ap| = limsup —=5 =1

n—00 n—00 (%)2
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00 n
R = 17! = 1. Die Potenzreihe % konvergiert also fiir z € C mit |z + 3i| < 1

n=1
und divergiert fir z € C mit |z + 3i| > 1. Fir z € C mit |z + 3i| = 1 gilt

(z+30)"
2

Clz43" 1

2 "2

n n n

[e’e} 0 \n
fir jedes n € N. Wegen der Konvergenz von nz=:1 n—12 ist die Reihe nX::l % fiir
|z + 3i| = 1 nach dem Majorantenkriterium konvergent. Also konvergiert die Reihe

genau fiir z € C mit |z + 3i| < 1. O

Aufgabe 7
Zeigen Sie mit Hilfe der Additionstheoreme die folgenden Formeln fiir alle z,w € C.

a) sin(2z) = 2sin(z) cos(z).

b) cos(2z) = 1 — 2sin?(z) = 2cos?(z) — 1.

¢) sin(z) + sin(w) = 2sin (z;w) cos (Z _2 w>‘

Losungsvorschlag.

a) Das Additionstheorem sin(z + w) = sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w) liefert fiir jedes
z € C die Identitét

sin(2z) = sin(z + z) = sin(z) cos(z) + cos(z) sin(z) = 2sin(z) cos(z).
b) Ebenso folgt aus cos(z + w) = cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w) die Gleichung
cos(2z) = cos(z + z) = cos(z) cos(z) — sin(z) sin(z) = cos?(z) — sin?(z2).
Aus der Formel cos?(z) + sin?(z) = 1 fiir jedes z € C folgt somit sowohl
cos?(z) — sin?(z) = (1 — sin®(2)) — sin?(z) = 1 — 2sin?(2)
als auch

cos?(z) — sin?(z) = cos?(z) — (1 — cos?(2)) = 2cos?(z) — 1.

¢) Aus den Additionstheoremen folgt

i (57) =in (5o () e (5) i (5)

) (o)
(3o (5) 7o () (2)

und

o
[}
0
S
I
ro | H-
g
~~_
Il
o
e}
®n
VR
DO | N
~__
o
e}
®n
/N
H
N |
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Wir erhalten schliefSlich
2m<z+w) (z—w>
S —5 cos >
2 (sin (5) o (5) +eos (5) i (3)) (eos (5) s (5) +0 () o (3))
= sin 5 cos 5 cos 5 sin 5 cos 5 cos 5 sin 5 sin 5
281n(2>cos(2)cos (2>—|—2sm<2)cos<2)sm (2)
I w 2 I Flan2 (W
+2s1n<2)cos(2>cos < >+251n<2>cos<2>sm (2>
2

= sin(z) + sin(w). O

10
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