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Hohere Mathematik fiir die Fachrichtung Physik

Losungsvorschlag zum 6. Ubungsblatt

Aufgabe 1
Seien D CR, f: D =R, f,: D= RfiirneN.

MO VneNVzeD: | fr(x) = frnt1(x)] < 27" = (f,) konvergiert punktweise.

U=

U=

U=

H-=

| ]

|

Die Aussage ist richtig. Sei x € D. Fiir n,m € N mit m > n gilt nach Voraussetzung

m—n—1
[fu(@) = fm(@)] = | D farrr1(@) = frir(@)
k=0
m—n—1
< > w1 (@) = frir(@)]
k=0
m—n—1

g Z 2—n—k S 2—TL+1‘
k=0

Also ist (fn(z)) eine Cauchyfolge. Daraus folgt die Konvergenz der Folge (fy(z)).
Die Funktionenfolge (f,) ist daher punktweise konvergent.

D =10,1],Vn € N: f, stetig, f stetig, f, — f punktweise = f,, — f gleichméaBig.

Die Aussage ist falsch. Fiir jedes n € N mit n > 2 setzen wir

ne, fiir z € [0, 2],
fn(x) =<2 —nax, fur z € (%,%],
0, fir x € (2,1],

sowie fi =0 und f = 0. Es gilt f,,(0) = 0 fir alle n € N, somit folgt li_)m fn(0) =
n o0

£(0). Sei € (0,1]. Es gilt f,(z) =0 fiir alle n € N mit n > 2. Somit folgt auch

li_)m fn(x) = f(z). Damit konvergiert die Folge (f,) punktweise gegen f. Es gilt

n—oo

jedoch f,( %) = 1 fiir alle n € N mit n > 2. Daher konvergiert (f,,) nicht gleichméfig

gegen f.

D =(0,1),YVne NVz e D: foi1(z) < fu(z), fn — f punktweise

= fn — f gleichmiBig.

Die Aussage ist falsch. Fiir jedes n € N setzen wir f,(z) = = fiir z € (0,1), sowie

f=0.Seiz € (0,1). Es gilt nh_}rgofn(a:) = lim L —0=f(2) und fo(z) =L >

I—)OO nT nr —

m = fat1(x). Wegen f,(2) =1 fiir alle n € N, konvergiert (f,,) jedoch nicht

gleichméflig gegen f.

D = (0,00),Vn e NVz € D: fpi1(x) < fo(z) und |fn(z)| <1, fn, — f punktweise
= fn — f gleichmafBig.

Die Aussage ist falsch. Wir betrachten die Funktion s: R — R definiert durch

1, fir x € [0, 00),
s(z) = )
0, fir x € (—o0,0),
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und wir definieren fir jedes n € N die Funktion f,: [0,00) — R durch f,(z) =
s(x —n) fir z € [0,00). AuBerdem setzen wir f = 0. Sei z € [0,00). Fiir alle n € N
mit n > x gilt f,(x) = 0. Also konvergiert die Funktionenfolge (f,,) punktweise
gegen f. Fir alle n € N gilt ferner |f,(z)| < 1 und f,(z) > fnot1(x). Trotzdem
konvergiert die Funktionenfolge (f,,) nicht gleichméfig gegen f, da f,(n) =1 fur
alle n € N gilt.

Aufgabe 2

a) Es sei

14z, fir x € [-1,0],
b(x)=1<91—ux, fiur x € (0,1],

0, fir x < —1 oder x > 1.
Wir definieren f,(x) = b(x —n) und g,(z) = f"T(x) fiir jedes n € N und jedes
x € R. Untersuchen Sie die Funktionenfolgen (f,,) und (g,) auf punktweise und
gleichméfige Konvergenz.

b) Sei hy(z) = Hﬁ furn € Nund z € [0, 00). Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge (hy,)

punktweise konvergiert. Untersuchen Sie die Funktionenfolge (h,,) auf gleichméfigie
Konvergenz auf den Mengen [0, 00), (0, 00) und [a, 00) fir ein a > 0.

Losungsvorschlag.

2)

Wir setzen f = 0. Sei z € (—o0,—1). Es gilt f,(z) = 0 fur alle n € N. Sei
x € [—1,00). Dann gilt f,,(z) = 0 fiir alle n € N mit n > =+ 1. Somit gilt, dass (f,)
und somit auch (g,) auf R punktweise gegen f konvergieren. Die Funktionenfolge
(fn) konvergiert jedoch nicht gleichméfig gegen f, denn fiir jedes n € N gilt
fn(n) = 1. Die Folge (gy,) jedoch konvergiert gleichméBig gegen f. Sei x € R. Es
gilt

b(x —n)

n

<

1
n -0 = -
(o)~ 0] = | .

fiir jedes n € N. Die gleichméafige Konvergenz ergibt sich nun aus Satz 7.18 (1).
Es gilt h,(0) =1 fiir alle n € N. Sei 2 € (0,00). Es gilt

~1

hn(z) = o

fiir jedes n € N. Somit konvergiert (h,) punktweise gegen die Grenzfunktion
h:[0,00) — R definiert durch

1 firz=0
W) = 1 b tr z =0,
0, fir x € (0,00).

Die Funktion h ist nicht stetig. Nach Satz 8.3 konvergiert folglich (h,) nicht
gleichmafBig gegen h. Auch auf (0,00) ist die Konvergenz nicht gleichméfig, da
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hn(%) = % fiir jedes n € N gilt. Sei a > 0. Auf [a, 00) ist die Konvergenz jedoch
gleichméBig. Sei dazu x € [a,00). Es gilt

1 -1

1+ nx

1 n

< —
“14na nl+a

() 0] = |

fir jedes n € N. Die gleichméBige Konvergenz folgt wiederum aus Satz 7.18 (1). O

Aufgabe 3
Untersuchen Sie die folgenden Funktionenfolgen und -reihen jeweils auf punktweise und
gleichméfBige Konvergenz auf den angegebenen Teilmengen von R.

a) Seia € [0,1). fn(x) = Vn2z fir € [a,1] und n € N.
b) fulw) = (ks fir 2 € Rund n € N.

¢) fo(x) =nz(l —z)" fir x € [0,1] und n € N.

d) § fn(z), wobei f(z) =2™(1 —x) fir x € (—1,1] und n € N.
n=1

e) § fn(x), wobei f,(x) = m fir x € R und n € N.
n=1

Losungsvorschlag.
a) Sei zunéchst a € (0,1). Wir setzen in diesem Fall h: [a,1] = R, h = 0. Sei z € [a, 1].
Dann gilt
ho(z) = Vn2x

und wir erhalten li_>m hn(z) = 0. Also konvergiert (h,) punktweise gegen h. Fiir
n—oo
alle n € N gilt ferner, dass

(@) = 1] = | V/n2z — 1]

Vn2z — Vn?a+ Vna - 1]

< |¥n2z — Vn2a| + [¥/n2a -1

< W_m+|m_1\:;an.

Wegen nh_}nglo apn = 0, ist die Funktionenfolge (h,) gleichméiBig konvergent nach
Satz 7.18 (1).
Sei nun a = 0. Es gilt h,(0) = 0 fir alle n € N. Mit der gleichen Rechnung wie oben

gilt lim;,_yo0 hn(z) = 1 fiir « € (0, 1]. Deshalb konvergiert die Funktionenfolge (hy,)
in diesem Fall punktweise gegen die Funktion A : [0,1] — R, die durch

0 fi =0
By = iir v =0,
1, fir x € (0,1],

erklart ist. Weil h nicht stetig in 0 ist, ist die Konvergenz nicht gleichméflig nach
Satz 8.3.
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b)

Sei x € R. Fiir jedes n € N gilt
()] n’z 1 nd2 |z < 1 1+ nz?
X =l = e =0 §
" 14+nd22| nl+4+nP22 = /n2(1+ndz?) "

wobei wir die fiir jedes 2 € R giiltige Ungleichung 2 |z| < 1+ 22 verwendet haben.
Da li_>m ayp, = 0 gilt, konvergiert die Folge (f,,) gleichméBig gegen 0 fiir n — oo.
n—oo

Es gilt f,,(0) = 0 fiir alle n € N. Sei « € (0,1]. Dann ist ¢ :=1—z € [0,1) und wir
erhalten
fn(x) = nxqg".
Aus der Vorlesung wissen wir, dass li_>m nxq"™ = 0 gilt. Die Funktionenfolge (f,)
n oo

konvergiert also punktweise gegen die Funktion f: [0,1] - R, f = 0.

Es liegt keine gleichméflige Konvergenz vor. Es gilt ndmlich
fa)y=n- L0 -dy ==y
fiir jedes n € N. Nach Aufgabe 4h), Blatt 3, erhalten wir T}nglo fn(%) =e L. Also

gibt es ein ng € N, sodass fn(%) > % fir alle n € N mit n > ng gilt. Daher
konvergiert die Folge (f,,) nicht gleichméBig gegen f.

o
Setzt man x = 1 in Y. x"(1—x) ein, so ergibt sich der Wert 0. Fiir jedes x € (—1,1)
n=1
gilt
1-— (1-— (1-— =z.
nz::lx (1—2)= x z:: x) Z x 1 — x

Die Funktionenreihe konvergiert also punktweise gegen die Funktion f : (=1,1] - R

mit
0, fir z =1,
flz) = .
x, fir z € (—1,1).

Da diese Funktion unstetig, die Partialsummenfunktionen sy : (—1,1] — R gegeben
durch sy(z) := N, 2"(1 — z) jedoch stetig sind, liegt nach Satz 8.3 keine
gleichméflige Konvergenz vor.

Bemerkung. Auch auf dem Intervall (—1,1) liegt keine gleichméfige Konvergenz
vor: Fiir jedes N € Nund z € (—1,1) gilt

N-—1 1— N

sn(2) = f(@)| = |1 —2)a 3 a" —a| = |1~ 2)a——— —a| = 2|
n=0 L=
sowie
net o 1 1

Obige Rechnung zeigt: Ist € = % gesetzt, dann finden wir zu jedem N € N ein
x € (—=1,1) (etwa z = ﬁ%) so, dass |sy(z) — f(x)| > e gilt. Dies schliefit

gleichméfige Konvergenz aus.
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e) Fiir alle z € R und n € N haben wir

1
x2 +n?

1 < 1
24+ n?2 — n?’

o0
Da die Reihe ) # konvergiert, folgt nach Satz 7.18 (2), dass die Funktionenrei-
n=1

[e.e]
he > erﬂ gleichméflig und somit auch punktweise auf R konvergiert. O
n=1

Aufgabe 4

a) Die Funktion f: R — R sei definiert durch f(z) = x fiir z € Q und f(z) = 0 fir
z e R\ Q.

(i) Zeigen Sie, dass die Funktion f in jedem Punkt z € R\ {0} unstetig ist.
(ii) Zeigen Sie, dass f in 0 stetig ist.

b) Bestimmen Sie jeweils alle Stellen, in denen die Funktion f stetig ist.

(i) ;(15 — R gegeben durch f(z) = ;z:i;ﬁ fir z ¢ {1,3}, f(1) = & und
3)=0.

(ii) f:[-7,3] — R gegeben durch

Fa) min{z? + 2z — 15, 23},  fiir z € [-7, -5 U [-1, 3],
xr) =
x + 5, fur z € (=5, —-1).

Losungsvorschlag.
a) (i) Wir zeigen, dass f weder auf Q \ {0}, noch auf R\ Q stetig ist.

Sei z € Q\{0}. Fir jedes n € N definieren wir z,, := x+§. Wegen v/2 € R\Q
ist 2, € R\ Q fiir alle n € N. Es gilt z, ~— z und f(z,) = 0 2= 0 #
x = f(x). Infolgedessen ist f nicht stetig in . Da x € Q \ {0} beliebig war,
ist f nicht stetig auf Q\ {0}.

Sei x € R\ Q. Wie wir aus der Vorlesung wissen, gibt es eine Folge (¢,,)nen
rationaler Zahlen mit ¢, ~—— x. Dann gilt f(gn) = qn —— & # 0 = f(z).
Infolgedessen ist f nicht stetig in z. Da z € R\ Q beliebig war, ist f nicht
stetig auf R\ Q.

(ii) Setze xg := 0. Wegen z¢ € Q gilt f(xo) = xo = 0. Sei £ > 0. Wir miissen
begriinden, dass es ein 6 > 0 so gibt, dass |f(z) — f(zo)| < € fir alle x € R
mit |z — xo| < 0 gilt. Wir wéhlen § = ¢ > 0. Dann folgt fiir alle z € R mit
|z —xzo] <6

||, firxr e Q

) <l|z|=lr—xzo| <d=e¢.
0, firx e R\ Q

[f (@) = f(o)| = [f(2)] :{

Das war zu zeigen.
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b) (i) Die rationale Funktion z IQ iiig

auBerhalb der Nullstellenmenge des Nenners stetig. Wegen 22 — 4z + 3 =
(x — 1)(ac — 3) verschwindet der Nenner fir x = 1 oder = = 3. Daher ist
x o L322 auf R\ {1, 3} stetig, so dass auch f auf R\ {1,3} stetig ist. Nun

x2 4z+3
gilt fiir alle z € R\ {1, 3}

ist nach einem Beispiel der Vorlesung

2-3x4+2 (z—1)(x-2) x-2

J@) = 22—4z+3 (z-1)(z-3) z-3
Somit ist lim1 f(z) =122 = = f(1), d.h., f ist in 1 stetig. Da 3 eine Nullstelle
Tr—r
des Nenners und keine Nullstelle des Zéhlers von ;zii;ﬁ ist, existiert der

. T 23242
Grenzwert lim,_,3 f(z) = limg_3 22 —d+3

Insgesamt ist also f auf R\ {3} stetig.
(ii) Wegen x? + 22 — 15 = (z — 3)(x + 5) ist dieser Ausdruck fiir € [-7, —5]
nichtnegativ, 2° hingegen negativ, also gilt f(z) = 3 fiir x € [-7, —5]. Fiir
€ [~1,0) ist 3 € [-1,0), aber 2% + 22 — 15 < 1+ 0 — 15 = —14, also gilt
f(z) = 2% + 22 — 15 fiir x € [-1,0). Fiir # € [0,3] ist (z —3)(x +5) < 0
und 23 > 0, also gilt f(z) = 22 + 22 — 15 fiir x € [0, 3]. Das Minimum zweier
stetiger Funktionen g und h ist als Komposition stetiger Funktionen stetig, da
man die Formel min{g, h} = %'g_h‘ hat. Daher ist f jedenfalls auflerhalb
von {—5, —1} stetig. Wegen

nicht. Also ist f in 3 unstetig.

lim f(z)= lim z+5=4#—-16= lim 22 4+2r—15= lim f(z)

rz——1— r——1— r——14+ r——14

ist f in —1 unstetig. Da 23 und = + 5 an der Stelle —5 verschieden sind, erhilt
man entsprechend, dass f nicht stetig in —5 ist. U

Aufgabe 5

a) Berechnen Sie, falls existent, die folgenden Grenzwerte.

(i) lim 8% + 247 +1 (i) lim V8t -2
500 23 4+ Tz 0 x ’

(ii) lim 2> — 92 + 162 - (iv) lim et 1
-2 313 — 1022 + 9z — 2’ =0 x '

b) Sei a € R. Geben Sie die Stetigkeitsstellen der Funktion f an.

L S
i f: [0 1} =R, f(z )— x z—1 T (22—4)(z—1)°

@
=H
=
8
I

(i) f: L1 =R, f(z % \/I7 \/|z ma fiir z # 0,

Losungsvorschlag.
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a) (i)

(iii)

(iv)

Mit dem gleichen Standardtrick wie bei Folgen erhalten wir, dass dieser
Grenzwert existiert und dass gilt

. 8z3 4222 +1 842423 84040
lim ——— = 1m — —
z——oo 223 4 Tx g——oo 24 Tr? 2+0

Zahler und Nenner haben 2 als Nullstelle. Polynomdivision liefert
2 — 922 + 162 — 4 = (z — 2)(2* — Tz +2),
323 — 1022 + 92 — 2 = (x — 2)(32% — 4z + 1).
Sofern die Ausdriicke definiert sind, gilt also

=922 + 162 —4  (z—2)(a? — Tz +2) 22— T +2

373 — 10224+ 92 -2 (z—2)(3z2 —4dwx+1) 322 —dox+1

Weiter ist 2 keine Nullstelle von 322 — 42 4 1. Wir schlieBen, dass der gesuchte
Grenzwert existiert und durch
23— 922 + 162 — 4 22 —Tr+2 8

i iy F T Tet2 8
53323 — 1002+ 92 —2 a95322 —4dz+1 5

gegeben ist.
Wir setzen zur Abkiirzung a := /8 + z und b := 2 und erhalten die Darstellung
CL3 _ bS

YBtz—2=a—b= = * .
e “ a?+ab+0?  (Y8+2)2+2Y8+x+4

Folglich erhalten wir

8+ —2 1

lim ——— = 1li ,
250 T 0 (V8+x)2+2v/8+x+4
1 1

T (VB2 2R +4 12

Wir berechnen zunéchst

2 3 4 2 3 4
limexilzlim (1+Jr+x2—,+%+”jj+...)—1:hmx+%+§—,+%+...
z—0 x z—0 x z—0 x

1 T .Z’2 $3
= lim +?+W1+ﬂ+'”:1.
T—r

Nun betrachten wir

C=liml- - = 1

Aus lim,_,¢ bmmﬂ = 1 folgt insbesondere sin(x) # 0 in der Ndhe von 0. Fiir jede
Folge (x,) mit z, — 0 und z,, # 0 hat man also sin(x,) — 0 (da der Sinus
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(i)

stetig ist) und sin(x,) # 0 fiir fast alle n. Daher folgt mit lim,_g eyy_l =1,

dass ) ,
eSinzn _ q sinz _ 1

n—oo 17 z—0 1.

- also _—
sin x,, sinx

Nach den Grenzwertsitzen existiert der zu untersuchende Grenzwert und es
gilt

sinac_l : sinx_l : sin:c_l
1= (lim e) (lim smx) = lim (e . s1na:> = lim 67.

z—0 sinx z—0 I z—0 sinx x z—0 xT

Die Funktion f ist als Komposition stetiger Funktionen (ohne Nullstellen im
Nenner) auf [0, 1) stetig. Sei z € [0,1). Es gilt

1 3
1@ = Y e o

=1 ()

1 (22 —4)+3
r—1  (22-4)

1 a?-1
z—1 (22—14)

I (z-D(z+1)
x—1 (x2 —4)

ozt
“ W29
Folglich ist f fir a = lim,_,1 f(2z) = limy—; ﬁ = —2 auf ganz [0, 1] stetig

und fiir @ # —% nur auf [0,1).

Die Funktion f ist als Komposition stetiger Funktionen (ohne Nullstellen im
Nenner) auf [—1,1] \ {0} stetig. Sei 2 € [-1,1] \ {0} und definiere y = ——.

N
1 1 1 1
f@)ﬁm* m‘Jm‘ o
=\/y2+y—\/y2—y

_ P +y—@-y)
VIR +y VYt -y

y(\/1+;i2\/1;)
(\/1+\/W+\/1—\/m)'

Dann gilt
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Folglich ist die Funktion f fiir

. . 2
a:hr%f(:v)zhrrb =1
v v (\/1+\/|x\+\/1—\/|xl>
auf [—1,1] stetig und fiir @ # 1 nur auf [—1,1] \ {0}. O

Aufgabe 6
Seien D C R und f: D — R. Zeigen Sie die folgende Aussagen.

a) Sei zop Haufungspunkt von D. Dann gilt: f ist stetig in g <= lim f(z) = f(zo).

T—T0

b) Sei xy Haufungspunkt von D N (zp, 00) und von (—oo,zg) N D. Dann gilt:

zll)n:}() f(z) existiert <= a:= x%h;?wf(m), b:= Hlli?fo f(z) existieren und a = b.
Losungsvorschlag.

a) Sei f stetig in zg. Sei (x,) Folge in D \ {0} mit nan;O xn, = xo. Aufgrund der
Stetigkeit von f folgt li_>m f(zn) = f(x0). Es folgt li_>m f(z) = f(zo).
n—o00 T—To
Umgekehrt gelte le f(z) = f(zo). Sei (z,) Folge in D mit lim x,, = x9. Wir
T—T0

n—oo
zerlegen (z,,) in zwei Teilfolgen. Dazu setzen wir Ny = {n € N: x,, = 2o} und

Ny =N\ N;. Wenn N; unendlich ist, dann ist klar, dass die Teilfolge (f(xn))nen,

gegen f(xg) konvergiert. Wenn No unendlich ist, dann ist (x,)nen, eine Folge in

D\ {zo}. Wegen der Voraussetzung Jim f(z) = f(xo) folgt daher, dass (f(zn))nen,
0

gegen f(xg) konvergiert. Wir erhalten damit insgesamt nlg)go f(xn) = f(xo) und es
folgt die Behauptung.

b) Es existiere li_>m f(z). Die Existenz und Gleichheit der einseitigen Grenzwerte folgt
T—T0
direkt aus deren Definition.

Umgekehrt existieren die einseitigen Grenzwerte a = lim o f(x), sowie b =
r—xo+

lim Of(:n) und es gelte a = b. Sei (z,) eine Folge in D \ {zp}. Setze N1 =

T—To—

{neN:z, <xo} und Ny = {n € N:z, > z¢}. Die Behauptung folgt durch Argu-
mentation analog wie in Teil a). O
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