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Hohere Mathematik fiir die Fachrichtung Physik
Losungsvorschlag zum 7. Ubungsblatt

Aufgabe 1 (Wahr oder falsch?)
Sei x € R. Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch?

W F
UM V22 =z Setze x = —1.

W F 1

OM e*1°8®) = 2% Setze x = 0.

W F

B tan(arctan(z)) = x.

W F

CJM arcsin(sin(z)) = z. Setze x = .
W F

(V1+22) = Llog(1 + 2?%).

Aufgabe 2
Sei a > 0. Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte.

[ ]
O
<}
0

T _ 1 .
a) lim a 1’ c¢) lim (1 + arcsin (x))~, e) xlgfolo x cos (arctan(z)).
z—=0 T z—0
9 3 z+1
b) Tim 128 d) lim ( v ) ,
z—1 . —1 z—oo \ 21 + 1
. . . . . . e - 1 . T
Hinweis. Zeigen fir Teil e) die Identitat cos (x) = By e fir alle z € [-7, §].
Losungsvorschlag.
a) Sei a # 1. Fur jedes z € R\ {0} gilt
a® —1 P log(a) _ 1 P log(a) _ 1
= = log(a) —————.
x x xlog(a)

Der Grenzwert lim €% = 1 ist aus der Vorlesung bekannt. Aufierdem gilt lim z log(a) =
y—0 Y z—0

0. Mit Satz 8.5 folgt daher

T _ ] zlog(a) _ q
lim & = log(a) lim ¢

=1 .
z—0 T z—0 xlog(a) Og(a)

Im Fall ¢ = 1 erhilt man direkt lim <=L = lim 0 = 0.
z—0 % z—0

b) Es gilt lin%) eV = 0. Mit z = e¥ und Satz 8.5 folgt daher
y—

lim log(z) = lim y __
z—1 ¢ — 1 y—0e¥ —1

)

wobei der letzte Grenzwert wie in Teil a) verwendet wird.
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c) Sei z € (0,00). Es gilt

1 .
(Z23)™ _ gorentizt
€T

Betrachten wir nun den Exponenten der rechten Seite, sehen wir, dass

92 3 9 log 1—|—% 91 2log(1+ x2
(x—i—l)log(aﬁ_ ):(x 1) ( 2+1)_ + 2 ( 2+1)

2r + 1 2c + 1 _2+% 2

2
2x+1 2x+1

gilt. Wir erhalten mit Satz 8.5 und Teil b)

20 + 3
li 1)1 =1
A (@ + >0g(2x+1)

Wieder mit Satz 8.5 folgt das Ergebnis

, (233 +3>x+1
lim ( —— =e

d) Sei z € (—1,1). Es gilt

(1 4 arcsin (x))i o log(1+arcsin (z))

und
L i log(1 i
—log(1 + arcsin (z)) = arcsin(z) log(1 + E‘HCSIH (x)
v T arcsin(z)
Mit y = arcsin(z) und Satz 8.5 gilt
arcsin(z) ) y
im — =lim ——=1
=0 L y—0 sin(y)

wobei wir ein Resultat der Vorlesung verwendet haben. Mit Teil b) erhalten wir

insgesamt
lim (1 4 arcsin (x))% =e
z—0 ’
e) Fiir jedes x € [-7, 5] gilt
1 1 1
= — = — = |cos(z)| = cos(x).
2 sin?(x) cos?(x)+sin?(z)
\/1 + tan*(x) \/1 + co?(2) T eos2(@)

Fiir jedes x € R gilt arctan(z) € [~7, 5]. Daraus folgt

T 1

8

\/1 + tan?(arctan(z)) V1+a? ;12 +1

x cos (arctan(z))

Wir erhalten somit lim x cos (arctan(x)) = 1. O
T—r00
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Aufgabe 3

Fiir jedes n € N seien f,,: [0,1] — R stetige Funktionen. Es gelte f,,(z) > fo+1(z) >0

und 1Lm fn(x) = 0 fir jedes n € N und = € [0,1]. Zeigen Sie, dass die Folge (f,)
n—oo

gleichméfig gegen 0 konvergiert. Vergleichen Sie mit Aufgabe 1b)-d), Blatt 6.

Liosungsvorschlag. Fur jedes n € N gibt es nach Satz 8.18 z,, € [0,1] mit f,(z,) =

m[ax} fn(z). Fiir alle z € [0,1] und n € N gilt
z€(0,1

0 < fog1(2) < for1(@ng1) < ful(zngr) < fulan).

Daher ist die Folge (f,(x,)) monoton fallend und es reicht zu zeigen, dass (fy,(x,)) eine
Nullfolge ist. Wir nehmen an, dass (f,(z,)) keine Nullfolge ist. Folglich existiert ein
¢ > 0 mit fp(zy,) > c fiir alle n € N. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf gibt es eine
konvergente Teilfolge von (x,,), wir bezeichnen mit xg € [0, 1] einen Haufungswert dieser
Folge. Nach Voraussetzung gilt nh_)ngo fn(zo) = 0. Also gibt es ein ng € N mit fp,(z0) < §.

Da fp, stetig ist, gibt es § > 0 mit f,,(z) < § fiir alle 2 € Us(xo) N [0, 1]. Wir erhalten
aus der Monotonie der Folge (f,), dass

fn(@) < fno(z) < (1)

N O

fir alle x € Us(z9)N[0, 1] und alle n > ng gilt. Andererseits gibt es ein ny € N mit ny > nyg
und z,, € Us(xzo) N[0,1]. Wegen fy, (zn,) > ¢ erhalten wir somit einen Widerspruch
zu (1). Damit ist die Annahme falsch, folglich ist die Folge (f,(x,)) eine Nullfolge. Wir
erhalten nun die Behauptung aus Satz 7.18 (1). O

Aufgabe 4
Die Funktion f: [-1,1] — R ist gegeben durch

I i e e 1,1\ {0,

flz) = )
0, far x = 0.

a) Zeigen Sie, dass f stetig ist.

¢) Zeigen Sie, dass f eine Umkehrfunktion besitzt. Berechnen Sie f~1.

)
b) Bestimmen Sie den Wertebereich f([—1,1]) von f.
)
d) Zeigen Sie, dass f~! und f streng monoton wachsende Funktionen sind.

Losungsvorschlag.
a) Als Komposition stetiger Funktionen ist f auf [—1, 1]\{0} stetig. Fiir z € [—1, 1]\ {0}
gilt
Fa) 1—vV1—22 1++V1—2a2 1—(1-2?) T
x) = . =

z 1+vVi-2? z(1+vVI-22) 1+vi-a22

Demnach gilt lir% f(z) =0= f(0), und damit ist f auch stetig in 0.
T—
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b) Wir zeigen zunéchst |f(x)| < 1 fir alle z € [-1,1]. Fur « € [-1,1] \ {0} gilt mit

Teil a)

|z

)= ———
el =y A=

Wegen f(0) = 0ist | f(z)| < 1firallez € [—1, 1] bewiesen. Hieraus folgt f([—1,1]) C

[—1,1].

Nun zeigen wir [—1,1] C f([—1,1]). Sei dazu yp € [—1, 1]. Dann liegt yo zwischen

f(=1) = =1 und f(1) = 1. Aufgrund der Stetigkeit von f existiert nach dem Zwi-

schenwertsatz ein zo € [—1,1] mit yo = f(zo) € {f(x) : z € [-1,1]} = f([-1,1]).

Da yo € [—1,1] beliebig war, folgt [—1,1] C f([—1,1]). Insgesamt ergibt sich

Um die Existenz der Umkehrfunktion von f nachzuweisen, verwenden wir folgendes
Resultat: Seien X,Y Mengen und f: X — Y eine Funktion. Gelingt es, die Glei-
chung y = f(x) durch Aquivalenzumformungen (!) in die Form z = g(y) zu bringen
(wobei x € X,y € Y und g: Y — X), dann ist f bijektiv und die Umkehrfunktion
von f lautet g.

Fir z € [-1,1] \ {0} gilt

<|z| < 1.

1-V1—a2
y=f(z) = y=—-—T — 1—2y=+1—2a2
x
it 1—2zy +2%y? =1 — 22 = 22(1+9%) = 2zy
270 2 _ %y

Fir x = 0 gilt y = f(0) = 0, also gilt auch hier z = 142312' Die Rechnung zeigt: f
besitzt eine Umkehrfunktion, die durch
_ 2y
1
D11 = L], oy —2
f [ ) ] [ ? ]7 y 1 + y2

gegeben ist.

Seien z1, 75 € [—1,1] mit 71 < z2. Zu zeigen ist f~!(z1) < f~ (). Dies ergibt
sich aus
2x9 221
1+a3 1+a2
229(1 + 22) — 221 (1 + 23)
(1+23)(1+27)
2(xy — w1 + 2220 — 2123)
(1+23)(1+27)
2(xe — 1 + z122(T1 — X2))
(1+23)(1 + 22)
~ 2(wy —w1)(1 — w120)
(1+23)(1 + 2?)

f M @2) = f N a) =

>0,
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denn wegen —1 < 1 < zg < 1, gilt z122 < 1.

Da f~! die Umkehrfunktion von f ist, ist f die Umkehrfunktion von f~'. Da f~!
streng monoton wachsend ist, ist es geméafl Vorlesung auch ihre Umkehrfunktion

f- O
Aufgabe 5

a) Sei [a,b] C R ein abgeschlossenes Intervall und seien f,g: [a,b] — R stetige Funk-
tionen mit f(a) > g(a) und f(b) < g(b). Zeigen Sie, dass ein zg € (a,b) existiert
mit f(zo) = g(xo).

b) Zeigen Sie die Existenz einer Losung x¢ > 0 von

1 J—
1422

V.

c) Sei f:[0,1] — R stetig mit f(0) = f(1). Zeigen Sie die Existenz von z1 € [0, 3]
mit der Eigenschaft
f(ﬂ?l) = f (% + 1‘1) .

Losungsvorschlag.
a) Sei h:=g— f. Dann ist h(a) = g(a) — f(a) <0, h(b) = g(b) — f(b) > 0. Nach dem
Zwischenwertsatz (h ist als Komposition der stetigen Funktionen f und g stetig)
existiert somit ein zg € (a,b) mit h(xo) = g(xo) — f(zo) = 0.

b) Setze f(x) := ﬁ, g(x) := /z fir jedes x € [0, 00). Beide Funktionen sind stetig
auf [0, 00). Zudem gilt f(0) =1 > 0 = g(0), f(1) = 3 <1 = g(1). Nach Teil a)
existiert also ein g € (0,1) mit f(zo) = ﬁ = /7o = g(x0).

0

c) Setze g(z) := f(z + 3) fiir jedes = € [0, 3]. Dann ist g stetig und es gilt
9(0) = f(3),  9(3) = f(1) = f(0).

Gilt £(0) = g(0)(= f(%)), so ist die Behauptung gezeigt. Ansonsten ist entweder

£(0) < g(0) und somit f(3) = g(0) > f(0) = g(3) oder umgekehrt. In beiden Féllen
folgt die Behauptung aus Teil a). O
Aufgabe 6

a) Sei f: R — R stetig und es gelte

lim f(z)=0 und lim f(z)=0.

T——00 T—00

Zeigen Sie, dass es ein x¢ € R gibt mit |f(x)| < |f(zo)] fir alle z € R.

b) Seien a,b € R mit a < b. Sei f: [a,b] — R stetig und es gelte f(z) > 0 fir alle
x € [a,b] gilt. Zeigen Sie, dass die Funktion 1/f: [a,b] — R beschrinkt ist.

Losungsvorschlag.
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a) Ist f die Nullfunktion, so ist die Behauptung klar. Andernfalls existiert ein 1 mit
|f(z1)] > 0. Wir definieren ¢ := |f(x1)|. Nach Voraussetzung existiert ein R > 0
mit

|f(z)| <e furalle z € (—oo, R]U[R, ).

Die stetige Funktion |f| nimmt auf der kompakten Menge [—R, R| ihr Maximum
an, es existiert also ein zg € [—R, R] mit

|[f(zo)l = max [f(x)].

z€[—R,R]

Da z;1 € [-R, R] gilt, ist |f(zo)| > |f(x1)| = € und damit auch
|f(z0)| = max |f(2)],

was zu beweisen war.

b) Die stetige Funktion f nimmt auf dem kompakten Intervall [a,b] ihr Minimum an,
das nach Voraussetzung positiv ist, also existiert ein zg € [a, b] mit

f(xo) = min_ f(z).

z€la,b]

Damit gilt fiir die Funktion 1/f, dass fir z € [a, ]

=C < oo,

womit 1/f beschrankt ist. O
Aufgabe 7
a) Seien z,y € Rmit z,y,x+y ¢ {J + kn : k € Z}. Zeigen Sie

tan(x) + tan(y)

tan(z +y) = 1 — tan(z) tan(y)
b) Zeigen Sie
cos (%) = sin (%) = @ und cos (%) = sin (%) = %

Losungsvorschlag.
a) Es gilt mit den Additionstheoremen fiir den Sinus und Kosinus

an(z _ sin(z + ) _ sin (x) cos(y) + cos(z) sin(y)

tan(z +y) cos(x +y)  cos(z)cos(y) — sin(x) sin(y)
B cos(x) COS(?J)(EE:E:;) (S:LI:EZ))) _ tan(x) + tan(y)

(1 — sin() sin(w) ) ~ 1 —tan(z)tan(y)’

cos(x) cos(y)

cos(z) cos(y)
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b) Nach Vorlesung gilt sin(x), cos(z) > 0 fiir € (0, §). Durch mehrmaliges Anwenden
der Additionstheoreme folgt

0 = cos () = cos (§ + §) = cos () cos (§) — sin (§) sin ()
= cos (§ + §) cos (§) —sin (§ + §) sin (§)
= (0082 (%) - sin? (%)) cos (%) — 2 sin? (§)cos (%)

Also folgt cos? (%) — 3sin? (F) = 0 und wegen cos? (%) + sin? (¥) = 1 ergibt sich

4sin? (£) = 1, somit § = [sin ()| = sin(%). Aus einer beliebigen der obigen

6
Gleichungen folgt dann auch cos? (%)= %, also cos (§) = §

Weiterhin folgt

und deshalb sin (3) = 3. O
Aufgabe 8
a) Sei z =z +iy € C\ {0}. Zeigen Sie

x
arccos (\/OW) , y > 0,

L y < 0.

— arccos
/22 +y2 )

b) Bestimmen Sie Real- und Imaginérteil sowie Betrag und Argument von

arg (z) =

¢) Berechnen Sie Real- und Imaginérteil von 2% und 2'*° fiir 2 = cos %’r +isin %’r.

d) Geben Sie Betrag und Argument von 1 — ' fiir ¢ € (0,27) an.

Losungsvorschlag.

a) Die Polardarstellung von z lautet

z = |z| e'®8() = |z| cos(arg(z)) + i|z| sin(arg(z)).

%' = cos(arg(z)). Das Argument

Insbesondere gilt also x = |z| cos(arg(z)), also |
kann nun jedoch zwischen —m und 7 liegen, ganz im Gegensatz zum Arkuskosinus,
der nur Werte in [0, 7] annimmt. Liegt das Argument ebenfalls in diesem Bereich

(ndmlich fiir y > 0), folgt hiermit

x x
arg(z) = arccos (m) = arccos (\/ﬁ)
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Liegt das Argument jedoch in (—m,0) (also fiir y < 0), so gilt —arg(z) € (0,7),
weshalb hier

arg(z) = —(—arg(z)) = — arccos (cos(— arg(z))) = — arccos (cos(arg(z)))
= —arccos (g) = —arccos (\/TTyQ)

gilt. Insgesamt folgt also die Behauptung.
b) Sei z+ = 14 iv/3. Wegen |z+| = 2 gilt nach Teil a)

I T .
2 3

201 iz \ 201
1+iV3 _ [ 26 _ (ei%ﬂ)ml _ i 13dr
1-iV3 215 '

i134m

Da die Exponentialfunktion 27i-periodisch ist, gilt e =1, also

1+i\/§ 201_1
1-iV3 -

c) Esgilt z = ei%ﬂ, also (mit der 27i-Periodizitdt der Exponentialfunktion)

sowie

d) Es gilt
. . . . t : t e
1—e = elé(eﬂ% - elé) = —2isin <2> el = 2sin (2) el%,

wobei im letzten Schritt —i = e7'Z benutzt wurde. Wegen 2Sin(%) > 0 und

X € (—m, @ fiir t € (0,2m) ist dies bereits die Polardarstellung. O
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