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Hohere Mathematik fiir die Fachrichtung Physik

Losungsvorschlag zum 9. Ubungsblatt

Aufgabe 1
Seien f,g: R — R beliebig oft differenzierbar, n € N, zy € R.

WO T.(f +g,20) = Tu(f, 70) + Tn(g, 20)-

U=

=

=

B-

=

=

Diese Aussage ist wahr. Dies folgt direkt aus der Definition der Taylorpolynome
und der Linearitét der Ableitungen, d.h., (f 4+ ¢)® = f® + ¢® fiir alle k € N.

(VneN:T,(f,z0) =0) = f=0.

Diese Aussage ist falsch. Ein Gegenbeispiel ist unmittelbar im Anschluss an
Satz 10.10 aufgefiihrt.

o Ti(fyo)(x) - flz)
(Hc ceR: q;lig:lo 7]11(973;0)(:1;) = c) — mlimo g(a:)
Diese Aussage ist wahr. Es gilt T1(f, zo)(z) = f(zo)+(x—x0) f' (x0) und T1 (g, zo)(z) =
z) _
z)

g(zo)+(z—x0)g (xo) fiir alle z € R. Falls g(x¢) # 0, dann gilt Jim %g ;g;g gémo;
und da g stetig in xg ist, erhélt man ebenfalls zlgglo ! (( 2) — g ((;:8; Falls g(z¢) = 0, dann

T (f.wo)(z)
existiert der Grenzwert wlggo T1(g,x0) ()

gilt. Da ¢ stetig ist, gilt ¢’'(x) # 0 in einer Umgebung von zp und somit ist die
Regel von ’'Hospital anwendbar. Wir erhalten damit auch in diesem Fall

o S@ L F@) ) L T w)()

w=a0 g(x) @30 g'(x)  g'(wo) =0 Tig, zo) (@)

nur dann, wenn f(x¢) = 0 und ¢'(zg) # 0

Es gelte f(z) = Y apz™ fir alle x € R. Dann gilt:
n=0
Ve eR: f(z) = f(—z) <= VneNpy:agt1 =0.

Diese Aussage ist wahr. Wenn ag, 11 = 0 fiir alle n € N gilt, dann ist die Aussage
f(x) = f(—=x) fur alle z € R klar. Umgekehrt gelte f(z) = f(—=z) fur alle z € R.
Daraus erhalten wir

Z apx" = f(l‘) = f(—.%) = Z an(_x)n = Z(_l)nanxn
n=0 n=0 n=0

fir alle z € R. Koeffizientenvergleich mit dem Indentitéatssatz 10.14 liefert a,, =
(=1)"™a,, und somit ag,+1 = 0 fiir alle n € Nj.
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Aufgabe 2
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte.
log(z +1 —z? _q i
a) lim ( . ) ¢) Tim e —I—:Bsm(:n).
z—0 e z—0 \/71;2 + x2 —
. sin(z — 1) o
b) lim —~—=. . sin(sin(z))
z—1 220 — 1 f) III—I}}T T —T :
) 1 ¥ —x
c) lim | tan(z) + . lim ———~
)35%2( (@) 50—;) 8) xﬂl—x—klog(:c)
2 -1
d) lim M, h) lim <$ — TF) tan(x).
z—0  sin(x) =% 2
Losungsvorschlag.
a) Da die Funktion f: (—1,00) = R, f(x) = k)g(e#jl) stetig ist, gilt
. log(z+1) B
liy 2 70 =0

b)

z—1
z +— 202! keine Nullstellen in einer Umgebung von 1. Die Regel von I’'Hospital

liefert

Es gilt lilrn1 sin(r — 1) = 0 und lim 2% — 1 = 0. AuBerdem hat die Abbildung
z—

y sin(zx —1) . cos(x—1) 1
w51 220 -1 as1 2029 20°
Fir z € [0, 7] \ {§} ist
1 sin(x) 1 (z—7%)sin(x) +cos(x)  f(x)
tan(z) + z—%  cos(z) Tz z (92c — %) cos(x) T g(x)’

Es gilt

Zudem ist ¢'(x) = cos(x) — (x — §) sin(z) auBer in § nur dann Null, wenn tan(z) =
g Da der Tangens auf (0,% und (%,7) streng monoton wachsend und —tx
streng monoton fallend ist, kann dies in beiden Intervallen jeweils nur ein Mal der
Fall sein, wodurch eine Umgebung um 7 gefunden werden kann, in der ¢'(z) (aufler
in §) nicht Null ist. Mit der Regel von de I’Hospital folgt

f(z) — fim f(x) . sin(x) + (;13 — %) cos(z) — sm( )
a5 g(@)  amgg(@)  em§  cos(z) — (¢ - §)sin
(@ g)eos(@)  lim (z
z—2 cos(x) — (z — ) sin(x) e—= G(z)’

!

Es gilt
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Nochmalige Anwendung der Regel von de I’'Hospital liefert (das Argument dafiir,
dass G'(z) # 0 in einer Umgebung von % funktioniert analog zur Argumentation

bei ¢')
lim F(x) — lim F'(x) — lim cos(z) — (x — %) sin(x) _ 0 0
e—% G(x) 225 G'(x) 2-5 —sin(z) —sin(z) — (z — §)cos(z) -2

Insgesamt haben wir also

lim <tan(x) + . ! ) =0.

T jus
x—>§ 2

Die Begriindung, warum wir L’Hospital anwenden diirfen, erfolgt dabei riickwérts:
Da hmxﬁ g,gw; = ( ist, existiert auch limx%g % = hmxﬁ ggxg = 0, weshalb

f(z)

auch hmgc_>§ o) = 0 existiert.

d) Wir versuchen, ob wir die Regel von de ’'Hospital anwenden kénnen. Hier konver-

gieren Zéhler f(x) = 22 cos(x~!) und Nenner g(z) = sin(z) gegen 0, aber

fix) . 2wcos(z)+atsin(z ) 2zcos(z!) +sin(z )

20 g/(x) - 20 COS(l') z—0 COS(CC')

existiert nicht, denn fiir z,, := ((n + 3)m)~! hat der Bruch den Wert CE);(lm):) Die
Regel von de I’Hospital ist demnach nicht anwendbar. Der Grenzwert existiert

jedoch, denn
22 cos(z 1)

ili% sin(z) _:Pg%)sin(a:) zeos(@ ) =1-0=0.

e) Zahler und Nenner sind differenzierbar in (—1,1) und nehmen in 0 den Wert
Null an. Die Regel von de 'Hospital liefert (mit f(z) := e *" — 1 + zsin(z) und
g(z) =V1—a2+2%-1)

e — 1+ zsin(x) f(x) f(x) . —2ze™* +sin(x) + x cos(z)
lim 5 5 = lim —/= = lim = = lim = .
=0 /1 — 224+ 221 =0 g(x) 20 g'(x) -0 —\/T?—i—Qx

Diesen Grenzwert bestimmen wir durch ein weiteres Anwenden der Regel von de
I’'Hospital, denn Zéhler und Nenner sind wieder differenzierbar auf (—1,1) und
nehmen in 0 den Wert Null an. Es folgt

. —2ze™"" 4 sin(z) +  cos(x) . —2e7"" 4 43026_“*’2 +2 cos(ac) —axsin(z) 0 0
111 = 11m = — =
1— a:2

f) Die Funktionen fi, fo: R — R definiert durch

fi(z) =sin(sin(z))  und  fo(z)=a -7
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sind differenzierbar und es gilt lim,_,» f1(x) = lim,—,; fo(z) = 0. Ferner ist f{(x) =
cos(sin(z)) cos(z) und f5(z) = 1 # 0 fur alle € R. Folglich gilt nach der Regel
von I"Hospital

lim sin(sin(z)) 5 filz) lim fi(z) i cos(sin(z)) cos(z)

T T —T T f2((]j) T fé(g;) T 1 =1

g) Wir wenden zwei Mal hintereinander die Regel von de 'Hospital an (Zahler und

Nenner nehmen in beiden Fallen den Wert 0 an). Wegen (z%)" = 2%(1 + Inx) (siehe
Aufgabe 2h), Blatt 8) ergibt sich

. ¥ —x . a®(1+log(x)) -1 . 2*(1+log(z)?+2%L 141
im —— = lim = lim = =
z—11—x+log(z) a2—1 -1+1 a—1 . —1
h) Wir mochten
lim <£U - 7r> tan(x) = lim w =: lim f@)
z— T 2 T cos(x) a—T g(z)

berechnen. Es gilt
lim f(x) =0= lim g(x).

m—>g T— =

Mit der Regel von de I’'Hospital folgt
!/ : _
lim (a: — ;) tan(z) = lim G = lim sin(z) + (2 — 3) cos(a) =-1. 0O

== g'(x)  «sI — sin(x)

Aufgabe 3 (Quelle: http://spikedmath.com/585.html)

Homework: Compute lim -
x—0t T —l/ac

. . e
Berechnen Sie lim
—040 x

Hint: You may need to use L'Hopital’s
rule several times. Don’t give up!

HOW TO KEEP STUDENTS BUSY

Lésungsvorschlag. Fir alle x € (0,00) gilt

efl/x ot

o T
Fir £ — 0+ 0 konvergiert sowohl der Zéhler als auch der Nenner gegen oo, die Funktion
x +— —x2e'/* hat keine Nullstellen in (0, oo) und wir erhalten mit der Regel von L’Hospital

. o1/ . 21 _ 2 _
lim = lim = lim — = lim — =
=040 =040 el/T 25040 —gp—2el/z 5040 el/z

O]

—2.
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Aufgabe 4

a) Die Funktion f: (—1,00) — R sei durch f(x) = e " + IJ%I fiir alle x € (-1, 00)
definiert. Berechnen Sie das Taylorpolynom Th( f, %) und geben Sie eine Konstante
C > 0 an, fir die

(@) = o(£. ) (@) < Cla = 4"
fir alle z € [0, 1] gilt.

b) Die Funktion f: (—1,1) — R ist definiert durch f(z) = log(1 — x?). Berechnen Sie
F20(0) sowie fG1(0).

Lésungsvorschlag.
a) Die Funktion f ist beliebig oft differenzierbar. Wir berechnen die ersten drei
Ableitungen. Fiir alle z € (—1, 00) gilt:

f) = e+
F(@) = —e " - (Hlx)Q
f(2)($) =e "+ (1 f$)3»
fO(z) = - — (14—695)4'

Das Taylor-Polynom Ts( f, %) ist nach der Definition vor Satz 10.11 durch

2 fk) (L
T(f 3w = Y fk,() =)

k=0
<1+2> (1+4>( 1>+1<1+16>( 1)2
=|l—=+z)-|—=+=])lz—2 “—=+=)lz—=
Je 3 Je 9 2) T2 \e 21 2
fir alle x € (—1, 00) gegeben. Sei nun z € [0, 1]. Nach dem Satz von Taylor gibt es
ein £ zwischen x und % derart, dass

s = o) = 55 (o= 3)" = (o + ) (+-3).

gilt. Wegen 0 < ¢ und damit
e
1+ &)

folgt mit C' := 6 wie gefordert

@) = To(£. 5)(@)| < Cla = &

fir alle z € [0, 1].
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b) Fiir alle z € (—1,1) gilt

fz) =log((1 —z)(1 +x))
= log(l — =) + log(1 + ZL‘)
0 (_1)n+1 n+1
= Zl e Z
o n+1 1 o

(=) -1

Wir setzen a,, = fiir n € N und erhalten

|
F20(0) = 20lagy = —11%' und  fBV(0) = 31! - ag; = 0. O

Aufgabe 5
Finden Sie ein offenes Intervall I C R mit 0 € I und eine differenzierbare Funktion
f: I — R mit

fl@)+af(z)=0,  f(0)=1.

Hinweis. Nehmen Sie an, dass f sich durch eine Potenzreihe darstellen lésst.

Losungsvorschlag. Wir nehmen an, dass
oo
= Z anz" firz € I = (—R,R),

wobei I = R fiir R = oco. Nun wissen wir bereits, dass 1 = f(0) = ap gelten muss.
Auflerdem gilt nach Satz 10.12

o0 e¢]
= Z napz" = Z(n + Day12".
n=1 n=0

Soll f nun die gegebene Gleichung erfiillen, so muss gelten, dass

0= f'(x) +zf(x)

0 00 00
Z Tl + 1 an+1$ + Z (In.%’ Z(n + 1)an+1:c" + Z an_la:”
n=0 n=0 n=0 n=1

=a + Z((n + Dantt + an_1)a"

n=1
fiir jedes € I. Nach Satz 10.14 liefert das per Koeffizientenvergleich, dass

A
n-l fir n > 1.

ap=1, a1 =0, apy1=—
Fiir ungerade n = 2k + 1 folgt somit agg+1 = 0, fiir gerade n = 2k folgt

Gty | G g a0 (D
2k 2k(k —1) kKl T 2kE!

agk = —

6



20. Dezember 2019
Institut fir Analysis
Dr. Christoph Schmoeger

Karlsruher Institut fiir Technologie Dipl.-Math. Andreas Geyer-Schulz

Somit ergibt sich

oo k .2k
(-1) _a?
f(l') = Lk =e 2,
= 2 k!
und wir kénnen I = R wéhlen. O
Aufgabe 6
Die Funktion f: R — R sei durch f(z) = 22 + 22 — 3 fiir alle € R definiert. Bestimmen
Sie eine Potenzreihe, die in einer Umgebung von zg = —1 die Funktion % darstellt.

Lésungsvorschlag. Gesucht ist eine Potenzreihe ), -, a,2™ mit Konvergenzradius p > 0
und

7302—1—230 —Zanx+1

fur alle z € R und |z + 1] < p. Mult1phz1eren mit dem Nenner der linken Seite liefert die
dquivalente Aussage:

1= <Zanx+1 )(m2+2x—3): <§:an(x+l)"> (@+1)?-1-3)

n=0
= (i an(z+1) ) ( (z+1)> 4) = (i an(m+1)”+2> _4<§: an(x—|-1)n>
n=0 n=0 n=0
= <i an—2(x + 1) ) <a0+a1(m+1)+§:an(a:+1)”>
n=2 n=2

o0
= —4dag —4aj(x +1) + Zang dap)(x 4+ 1)"

fir alle x € R mit |z + 1| < p. Sowohl die linke als die rechte Seite dieser Gleichung
ist ein Funktionswert einer durch eine Potenzreihe definierten Funktion. Beide Reihen
haben mindestens den Konvergenzradius p > 0. Wir diirfen also den Identitétssatz fiir
Potenzreihen (Satz 10.14) verwenden (Koeffizientenvergleich) und schlielen

—4ag =1, —4a1 =0, und an_o—4a, =0 firallen > 2.

Damit ergibt sich induktiv:

1
a(] — —Z
a] = 0
1 1\" 1\"1 1\t
Qop = 1a2(n71) == <4> ap = — <4) 1 = — <4)
1 1\"
Ggnt1 = J02(n-1)41 == (7| @1 = 0.

Als Letztes miissen wir nur sicherstellen, dass die gefundene Potenzreihe tatséchlich einen
positiven Konvergenzradius hat. Satz 7.16 liefert sofort:

1 1 1
= = - = +1 = . 1 1
hTan_> So%p ]an] lim 2 ( % ) " lim

=2>0.
n—o0 11

n—00
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Fiir alle z € R mit |z + 1| < 2 gilt also:

1 1& 1 o
P e PP TILASY

Bemerkung: Alternativ lasst sich die Aufgabe auch iiber die Partialbruchzerlegung

i 1 L 1
1 z+4+3  8\1-2zH "1 (-t

und die geometrischen Reihe 16sen. O

Aufgabe 7
Wir wollen eine weitere Losungsmoglichkeit fiir Aufgabe 5c¢), Blatt 4, bzw. Aufgabe 3,
Blatt 5, finden. Bestimmen Sie fiir z € (—1,1) den Wert der Reihen

o0 o0
a) Z nx", b) Z n?z",
n=1 n=1
indem Sie den Differentiationssatz fiir Potenzreihen anwenden.

Lésungsvorschlag. Fir x € (—1,1) gilt bekanntlich

> 1
Zm”: T f(z).
n=0

Nach Satz 10.12 gilt nun (durch Differenzierung beider Seiten)

1 [e o] o0 [e o] o o0 1
f) = g = e = o e = Yo+ Y = Yo
n=1 n=0 n=1 n=0 n=1
und somit
= 1 1 T
> nal = 2~ = 2
— (1—2x) l—2 (1-2)
Analog folgt
2 [e.e] e}
f(z) = e = Z n(n —1)z"2 = Z(n +2)(n+1)z"
n=2 n=0
2,.n n n 2,.n
- 3 9 -
Znax + an + Zaz anc +(1—x)2+1—x
n=1 n=1 n=0 n=1
und somit
i 9 n 2 3z 2 2-3zx(1—-2)-2(1-2)2 x(x+1)
n-z" = - — = = .
— 1-2)3 (1-2)2 1-=z (1—-2)3 (1—2)3
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Aufgabe 8
Zeigen Sie, dass e” irrational ist.
Hinweis. Nehmen Sie an, dass es ganze Zahlen a,b € N mit be = ae™! gibt.

2

Lésungsvorschlag. Sei n € N. Wir nehmen an, es gibe a,b € N mit e? = 7+ Dann folgt
be = ae~!. Durch Multiplikation mit n! erhalten wir die Gleichung

=n—+ =n+

Die Terme b Z , und a Z ni( ,1 sind jeweils ganze Zahlen. Auflerdem erhalten wir

mit der geometnschen Relhe

0<b Z k'

k=n+1
b b b
Tl )t  madmt2mt1)
b1
= n+1k§(n+1)k
b
“n

Fiir gerades n erhalten wir ferner

a 0 nl(—1)*
_ < e SV
eI D™

k=n+1

B 1 1 1

_“(n+1 Tt mEmE)mED $>
a a > 1

_n+1+(n+1)2]§)(n+1)k+1

1
- (1—)<0.
n—+1 n

Wenn wir also n gerade und geniigend grof§ wéhlen, dann ist die linke Seite Gleichung (1)
ein wenig grofler als eine ganze Zahl, die rechte Seite jedoch ein wenig kleiner als eine
ganze Zahl. Die ist unmoglich, daher muss die Annahme, dass e? eine rationale Zahl ist,
verworfen werden. O
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