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Hohere Mathematik fiir die Fachrichtung Physik

Losungsvorschlag zum 10. Ubungsblatt

Aufgabe 1
Sei f: [a,b] — R Rieman integrierbar.
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(f monoton und /bf(x)dx:O) = f=0.

Die Behauptung ist falsch. Als Gegenbeispiel betrachten wir f: [a,b] — R gegeben
durch f(x) =0 fir x € [a,b) und f(b) = 1. Dann ist f monoton wachsend, f ist
Riemann-intergrierbar mit |, ; f(z)dx =0, aber es gilt f # 0.

/b|f(:z)\dx:O:>f:O.

Die Behauptung ist falsch. Als Gegenbeispiel verwenden wir die Funktion f aus
Teil a).

(f stetig und /b|f(:17)| dx:()) = f=0.

Diese Behauptung ist richtig. Sei f € C([a,b],R) und es gelte ff |f(z)] de = 0. Wir
nehmen an, dass es zg € [a,b] mit f(xg) # 0 gibt. Ohne Einschrankung kénnen wir
f(zo) > 0 annehmen, ansonsten betrachten wir — f statt f. Wir setzen € = 3 f(z).
Da f stetig ist, gibt es ein § € [0, (b — a)] mit f(z) > ¢ fiir alle z € Us(zo) N [a, b).
Wir definieren die Funktion g: [a,b] — R durch

o {5 @ eUs(zo)Nlabl,
g(z) = {07 x € [a,b] \ Us(zo).

Nach Konstruktion gilt 0 < g(z) < |f(z)] fur alle € [a, b] und aus der Monotonie
des Integrals folgt

b b
[ 1@l ae= [(g@)ae = de >0

Dies widerspricht der Voraussetzung und somit ist die Annahme f # 0 falsch. Es
folgt die Behauptung.

d
(fstetigundVa§c<d§b:/ f($)dx:0):>f:0.

Diese Aussage ist wahr. Sei f € C([a,b],R) und es gelte [ Cd f(z)dz = 0 fir alle
¢,d € [a,b] mit ¢ < d. Wir nehmen an, dass es z¢ € [a,b] mit f(zg) # 0 gibt. Wie
in Teil ¢) konnen wir ohne Einschrédnkung zusétzlich f(z¢) > 0 annehmen. Wir
konstruieren die Funktion g wie in Teil ¢) und wéhlen ¢,d € [a,b] mit (¢,d) =
Us(zo) N (a,b). Es folgt

d d

/ flx)dz > / g(x)dz >¢e6 >0

und wir erhalten wieder einen Widerspruch zur Voraussetzung an f. Damit ist
f # 0 falsch und es folgt die Behauptung.
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Aufgabe 2
Bestimmen Sie die folgenden Integrale.
1 Ed 4
a) / (1+ 2x)%da. d) /4 sin(x) cos(z) dx. g) / arctan ( VT — 1) dz.
0 0 1
2 4 1 2 g3
b) / |z — 1| da. e) / ———du. h) / —— 5 dr.
-2 1 Vz(l+4 /) 1 (14 22)>2
1
2 arcsin(x) /e 1 1 2 2
—dx. f ——dx. i (22%) gin(e®?)
c) /0 0 & ) . 2(1 7 log(@)) x i) /0 xe sin(e'*”) du.

Erinnerung. arcsin’(x) = ﬁ, arctan’(x) = H%’ sin(Z) = 3, sin(%) = cos(§) = %

Losungsvorschlag.
a) Entweder wir erkennen direkt die Funktion = — (1 + 22)* als Stammfunktion

des Integranden, oder wir nutzen die Substitution y( ) =1+ 2x (also % =2, was
dy = 1dz liefert, sowie y(0) = 1, y(1) = 3). Damit folgt

1 3 3 81-1
1+22)3d :l/ 3dy = Lyt = = 10.
/0(+w) v=3 ) vdy 8?/‘1 S

b) Wir teilen das Integral auf, um den Betrag aufzulésen. Es gilt

/_22\:(:—1\dx:/_121—xdx+/12m—1dm:(x—%x2) )1_2+(%x2—x) ‘i

=(1-3)-(2-9+e-2)-(3-1) =5

c¢) Mit der Substitution y(x) = arcsin(z) gilt dy = \/11—952’ also \/11_3:2 dz = dy, sowie

y(0) =0, y(%) = §- Bs folgt
3 arcsin(z) & & 2

dz = dy = L2° = 2.
o Viea® /oyy Qy’o o

d) Mit y(z) = sin(zx) gilt g—g = cos(x), also cos(z)dz = dy, sowie y(0) =0, y(§) = %
Es folgt
/ sin(z) cos(z) dz = /f ydy = fy V2= 2,
0 o 4

e) Mit y(z) = V/z gilt 3 dy = 2\[, also \}dx = 2dy, sowie y(1) = 1, y(4) = 2. Es folgt

/ NG \f 2/ dy =2log(1+ )| = log(3) — log(2) = 2log(3).
f) Mit y(r) = logx gilt J dy =1 also 1dz = dy, sowie y(1) = 0, y(e) = 1. Es folgt

e 1 1 1
/1 x(lHog(x))dx:/o ?dy—log(lw)ﬂ =log(2) — log(1) = log(2).
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g) Mit y(z) = /& — 1 gilt /z = y(x)? + 1 sowie j—g = 4\/5\/1\/5_1 = 4(y21+1)y, also
dx = 4y(y? + 1)dy, sowie y(1) = 0, y(4) = 1. Es folgt

4 1
/ arctan(y/ vz — 1) dz = / (4y3 + 4y) arctan(y) dz.
1 0

Dieses Integral berechnen wir mit Hilfe partieller Integration.

1 1 Lt 4 222
42® + 4z) arct dz = (2 + 227) arct —/ ———d
/O(a; + 4x) arctan(z) dz = (2 + 22°) arc an(x)‘o Ny x
3 1 2\2 _
:I_/ (1+ %) 1dx
4 0 1—}-562
3 1 : |
== _ 1 d ——d
1 /()(+x):l:+/[)1+x2x
3 1
= Zﬂ —(z+ %x?’)’ + arctan(z )’0
3 44
T4 37y "y
h) Durch scharfes Hinsehen erkennen wir, dass z + ——L— eine Stammfunktion
(1+22)2
von T — + ist. Deshalb folgt mit partieller Integration, dass
(1+22)2
2 3
/xigdx
1 (1+g;2)§
2 2 2 2
:/ S S +2/ g
L (14a2): 1+22)2 ' 1 (14a2)2
4 1 1 4 1 6[ 3[
=——+—+2(1+2)2|=——+—F—+2v6-2V2=—"" -~
B AT =t g

i) Durch scharfes Hinsehen erkennen wir, dass x — —% cos(e(IQ)) eine Stammfunktion
von z +— ze(@) sin(e(mz)) ist. Deshalb folgt mit partieller Integration, dass

1 1
/ ze2’ sin(ex2) dz = / @) gel® )sm( (@ )) dz
0 0
1
=—1 cos(e(xZ))e(x2)]é —i—/ zel®®) Cos(e(xz)) dx
= —2cos(e)e + 3 cos(1) + 3 sin(e (a ))‘0
= 1(cos(1) — sin(1) + sin(e) — ecos(e)). O

Aufgabe 3
Sei a € R. Bestimmen Sie die folgenden unbestimmten Integrale.
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a)

/arcsin(x) dz. c) /(log(:n))2 dz. e) /ex sin(ax) dz.

- [1—= 2r + 1

Losungsvorschlag.

a)

Mit partieller Integration folgt

/arcsin(x) dz = /arcsin(m) -1dx

= zarcsin(z) — / 2 4
B V1—a?
= zarcsin(z) + V1 —22+C

fiir z € (—1,1).
Mit der Substitution y(z) = \/z gilt 3 dy = 2\7’ also dx = 2y/zdy = 2ydy. Somit

folgt
/eﬁdx = 2/yey dyly—/z-

Das letzte Integral berechnen wir iiber partielle Integration. Es gilt
/yeydy:yey—/eydy:yey—ey—i—C: (y—1)eY +C.
Somit folgt insgesamt
/eﬁdx — (/T - 1)eVT 4 C
fiir x > 0.

Nach der Vorlesung (Vorgehen analog zu Teil a)) ist eine Stammfunktion von log
gegeben durch x — xlog(x) — x. Durch partielle Integration folgt

/(log(ac))2 de = /log(m) log(z) dz = log(z)(z log(z) — x) — /log(x) —1dz

= log(z)(zlog(x) — x) — (xlog(z) —z —z) + C
= z(log(z))? — 2zlog(z) + 2z + C

fir x > 0. Alternativ kénnen wir auch y(x) = log(z) substituieren und das so
entstehende Integral {iber y?e¥ mit partieller Integration berechnen.

Fir x € (—1,1) folgt mit partieller Integration

1- 4 1 —_x _do = (1—90)% dz = (1—=z) arcsin(x)+ [ arcsin(z) dz.
/ 1+2 a? V1—22 V1—a2?

Mit Teil a) folgt demnach

[1 -
/ g T dr = (1—z) arcsin(z)+z arcsin(z)+v'1 — 22+C = arcsin(z)+v'1 — 22 +C.
x

4
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e)

Mit zweimaliger partieller Integration folgt
/e“ sin(ax) dz = €” sin(az) — a/ex cos(ax) dz
= e”sin(az) — ae® cos(az) — a® /em sin(ax) dz.

Addieren wir auf beiden Seiten das letzte Integral und dividieren durch 1 + a2, so
erhalten wir
eI

/ex sin(azr)dz = m(sin(am) —acos(az)) + C

fir x € R.

Es gilt

/ 2z +1 d / 2v +4 d 3 / 1 d
———do= | 5¥———dr— - | 7/——5—dx

2?44z + 8 22+ 4z +8 4) (5+1)2+1

Im erste Integral erkennen wir im Zahler die Ableitung des Nenners, weswegen
eine Stammfunktion durch z +— log(x? + 4z + 8) gegeben ist (eine Substitution

y(z) = 2% 4 42 + 8 macht dies deutlich). Im zweiten Integral substituieren wir
y(z) = § 4+ 1 mit % = 1, also dz = 2dy. Somit folgt

27 + 1 , 311
——dax =1 4 8 C—=- | ——d
/m2+4x+8 x =log(z” + 42+ 8) + 2/y2+1 y

y=5+1

3
= log(x? + 42 + 8) — 3 arctan (; + 1) +C

fir z € R.

Bemerkung. Der Ausdruck 22 + 4z + 8 ist positiv fiir alle 2 € R. Stiinde im Nenner
des ersten Integrals ein Ausdruck, der (auch) negativ sein kann, so miisste man die
Nullstellen fiir die Stammfunktion natiirlich ausschliefen und die Stammfunktion
in den restlichen Punkten wére durch den Logarithmus des Betrags gegeben, wie
man anhand einer Fallunterscheidung erkennt. O

Aufgabe 4

a) Beweisen Sie den erweiterten Mittelwertsatz: Ist f: [a,b] — R stetig und g € R|a.b]

mit g > 0 oder g < 0, so existiert ein £ € [a, b] mit

[ s@oar= 1@ [ o)

Folgern Sie daraus den Mittelwertsatz der Integralrechnung: Ist f: [a,b] — R stetig,
so existiert ein £ € [a, b] mit

[ 1@yar=s(e6 - o)
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b) Sei a > 0 und f: [—a,a] — R stetig. Beweisen Sie: Ist f gerade, also f(—x) = f(x)
fir alle z € [—a,al, so gilt [¢, f(z)dx =2 [§ f(x)dx. Ist f ungerade, also f(—z) =
—f(z) fir alle z € [—a,a], so gilt [*, f(z)dz=0.

Losungsvorschlag.

a) Da f stetig auf dem kompakten Intervall [a, b] ist, nimmt es sein Maximum M und
sein Minimum m an. Nach Satz 11.2 (1) gilt also (unter der Annahme g > 0, der
andere Fall funktioniert analog)

m/abg(a:) dz < /abf(x)g(a:) dz < M/abg(az) dz.

Also existiert ein K € [m, M] mit

[ s@o@yar = [ o) gz

Zu diesem K existiert nach dem Zwischenwertsatz ein £ € [a,b] mit K = f(£),
womit die erste Behauptung folgt. Setzt man g = 1, so folgt die zweite Behauptung
mit f;ldx: b—a.

b) Nach Satz 11.6 (1) gilt

a 0 a
" t@yae= [ f@)de+ /0 f(x) da.

Fiir das erste Integral nutzen wir die Substitution y(z) = —z. In der Schreibweise

der Merkregel aus der Vorlesung gilt nun g—g = —1, also dx = —dy. Aulerdem gilt

y(—a) = a, y(0) = 0. Nach der Substitutionsregel folgt demnach

0 0 a ! f(x)dx, f gerade,
f@yar = [ gy = [ ey = {0 1
—a a 0 — Jo f(x)dz, f ungerade.
Dies liefert die Behauptung. O
Aufgabe 5

a) Zeigen Sie, dass die Funktionen F, G : R — R, definiert durch F(x) := OSin(z) sin(el) dt
und G(z) := f;m(x) sin(e’) dt differenzierbar sind und berechnen Sie die Ableitung.

b) Sei f: [a,b] — R stetig differenzierbar. Wir definieren

f@ = [C1rola @ = [Clro)d- i@

fir alle z € [a,b]. Zeigen Sie, dass fi und fa stetig differenzierbar und monoton
wachsend sind. Man kann also f als Differenz zweier monoton wachsender, stetig
differenzierbarer Funktionen schreiben.
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Losungsvorschlag.
a) Die Funktion

fiR—=>R, flx) = /I sin(e’) dt,
0

ist nach dem Hauptsatz 11.9 differenzierbar auf R mit f/(x) = sin(e®) fiir alle z € R,
da der Integrand stetig ist. Mit g(x) := sin(z) fiir x € R gilt nun F'(z) = f(g(z)) und
G(z) = f(g9(z))— f(z), somit folgt mit den iiblichen Rechenregeln zur Differentiation,
dass F' und G differenzierbar sind mit

F'(z) = f'(9(x)) - ¢'(x) = sin(e™*)) cos(z)
und
G'(z) = f'(9(x)) - (&) — f'(x) = sin(e™@) cos(z) — sin(e”)
fiir alle z € R.
b) Die Funktionen f; und f2 sind wohldefiniert, da die Funktion ¢ — |f’(¢)| stetig auf

dem Intervall (a,z) ist fiir alle = € I. AuBlerdem ist klar, dass f = f1 — fo gilt. Es
bleibt zu zeigen, dass fi und fo monoton wachsend sind. Nach dem Hauptsatz 11.10

gilt
fite)=1f@) =20, falz) =[f(z)] - f'(z) 20,
womit die Behauptung aus Folgerung 10.7 folgt. O
Aufgabe 6

a) Leiten Sie mit Hilfe partieller Integration eine Rekursionsformel fiir [ cos™(x) dx
(n € N) her und zeigen Sie damit, dass fiir £ € N

g k . us k .
/0 cos™(x)dx = 5 Jl;[l T /0 cos (x)dx = Jl;[l T

b) Beweisen Sie, dass die Wallissche Produktfolge
T 4k?

Wy, 1= I
" kl;[l4]<;2—1

konvergiert und lim w, = 7 gilt.
n—oo

Losungsvorschlag.
a) Wir berechnen

/cos"(m) dz = /cos”fl(m) cos(x) dx
= cos" 1 (z)sin(z) — (n — 1) /cos"_2(x)(— sin(z)) - sin(z) dz
= cos"(z)sin(z) 4+ (n — 1) /cos”_Q(x)(l — cos?(x))dx

= cos"(z)sin(z) 4+ (n — 1) /COS”_2(:B) de —(n—1) /cos"(a:) dz.

7
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Bringen wir den letzten Summanden auf die linke Seite und dividieren durch n, so
erhalten wir die Rekursionsformel

cos" !(z)sin(x) n-—1

/cos”(a:) dr = + /cos”_2(a:) dz.

n n

Da der erste Term fiir die Grenzen 0 und 7 entfillt fiir n > 2, ergibt sich

/5 cos® (z) dx =
0

2k —1 (%
C

sowie

9 by
cos® () dzx = b /2 cos? P (z) dz = - --
0

S—
[ME]

Il

fir £k € N.

b) Definieren wir
c = /2 cos®(z) dz,
0

so folgt

wn= [[ 22 _ [Tic1 1 _ 7 cont
n — —_— — —_— .
P 2k 12k =1 IR L2 oy

Es bleibt also zu zeigen, dass

. Con+l
lim =2+
n—oo  Cop

=1.

Wegen cos(z) € [0,1] fir z € [0,5] folgt cos®(z) > cos® 1 > cos?"™2(z) auf
diesem Intervall, was wegen der Monotonie des Integrals co,, > cont1 > conto liefert.
Deshalb folgt

Con+l  C2n+2 _ 2n+1 241

1> > _ — T
Con, Con 2n + 2 2+E

-1 (n— ),

was nach dem Sandwichprinzip die Behauptung liefert. O
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