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Hohere Mathematik fiir die Fachrichtung Physik

Losungsvorschlag zum 11. Ubungsblatt

Aufgabe 1
Sei f: R — R und yp € R. Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch?

1M Das Anfangswertproblem 3’ = f(y), y(z9) = yo besitzt eine Losung.

U=

| ]

Diese Behauptung ist falsch. Definiere f: R — R durch f(0) = 1 und f(z) =0
fiir x # 0. Angenommen das Anfangswertproblem hétte eine Losung y auf einem
offenen Intervall J, dass 0 enthélt. Dann erfiillt y die Anfangsbedingung y(0) =0
und 3/(0) = f(y(0)) = 1. Da y stetig differenzierbar ist, ist y/'(z) > 0 fir alle
in einer kleinen Umgebung B von 0. Dort ist dann y strikt wachsend, d.h., es
gilt y(x) > 0 fur alle z € BN {x > 0}. Die Differentialgleichung verlangt dann
y'(z) = f(y(x)) =0, fiir alle z € BN {x > 0}. Dies widerspricht der Tatsache, dass
y in diesem Bereich strikt wachsend ist. Es kann somit keine Losung des genannten
Anfangswertproblems geben.

Das Anfangswertproblem y' = f(y), y(z¢) = yo ist eindeutig losbar.

Diese Behautpung ist falsch. Wir betrachten ' = f(y) = 2,/y mit y(0) = 0. Eine
Losung des Anfangswertproblems lautet y(z) = 0 fiir alle x € R. Eine andere
Losung des Anfangswertproblems ist durch

() = {0, x € (—00,0),

x?, x € [0, 00),

gegeben.

Sei nun y: I — R eine Losung der Differentialgleichung y' = f(y) auf dem Intervall I.

a f € C*"R) = y € C" (1) fiir beliebiges n € N.

W=

=

Diese Behauptung ist richtig. Wir verwenden das Verfahren der vollstédndigen
Induktion. Fiir n = 0 ist die Behauptung richtig, denn eine Lésung ist per Definition
differenzierbar und es ist 4’ = f(y) eine stetige Funktion. Die Behauptung sei fiir
ein n € N gezeigt. Da y eine Losung ist, wird die Gleichung 3’ = f(y) erfiillt. Nach
der Kettenregel ist die Funktion f(y) n-mal stetig differenzierbar. Also ist auch ¢/’
n-mal stetig differenzierbar, das heifit aber, dass y (n + 1)-mal stetig differenzierbar
ist. Dies ergibt die Behauptung.

y ist monoton.

Diese Behauptung ist richtig. Wir nehmen an, dass y nicht monoton wére. Da y
differenzierbar ist, gibt es a,b € J derart, dass y'(a) > 0 und ¢/'(b) < 0 gilt.

Zunichst eine kleine Voriiberlegung. Wir wollen zeigen, dass wir o0.B.d.A. die
Situation a < b und y(a) < y(b) betrachten konnen. Auf diesen Fall wollen wir
zunéchst die folgenden drei Félle zuriickfiihren.
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(i) @ > b und y(a) > y(b): In diesem Fall setzen wir g(z) = —y(—=z), fur z € —J,
f(z) = f(-z), z € R und @ = —a sowie b = —b. Dann erfiillt @ die autonome
Differentialgleichung 7/ (z) = f(§(z)), z € —J. AuBerdem gilt @ < b, §(a) =
—y(a) < —y(b) = §(b) und §/(a) = y'(a) > 0 sowie 7' (b) = y(b) < 0.

(ii) @ > b und y(a) < y(b): In diesem Fall setzen wir g(z) = —y(x), fir z € J,
f(z) = —f(=z), 2 € R und @ = b sowie b = a. Dann erfiillt @ die autonome
Differentialgleichung 4 (z) = f(4(x)), z € J. AuBerdem gilt a < b, §(a) =
—y(b) < —y(a) = §(5) und (@) = —y/(5) > 0 sowie F(5) = —y(a) < 0.

(iii) @ < bund y(a) > y(b): In diesem Fall setzen wir g(z) = y(—=z), fir x € —J,
f(z) = —f(z), z € R und @ = —b sowie b = —a. Dann erfiillt % die autonome
Differentialgleichung 7/ (z) = f(4(x)), z € —J. AuBerdem gilt @ < b, §(a) =
y(b) < y(a) = F(b) und §' (@) = —y'(b) > 0 sowie 7' (b) = —y(a) < 0.

Nun zum eigentlichen Beweis. Wihle 7 € (a,b) so, dass y(7) = max,c(q4 y()-

Definiere ferner ¢ = max{s € (a, 7] : y(s) = y(b)}. (o kann so definiert werden,

weil wir vorausgesetzt haben, dass y(a) < y(b) und nach dem Zwischenwertsatz

ist die Menge y((a,b)) ein Intervall. Die Stetigkeit von y stellt sicher, dass das

Maximum angenommen wird.) Also haben wir y(o) = y(b) sowie y(s) > y(o) fir

alle s € (o, 7). Durch Bildung des rechtsseitigen Differenzenquotienten folgt daraus

y'(o) > 0. Insgesamt gilt dann 0 < ¢/(0) = f(y(0)) = f(y(d)) = ¥'(b) < 0, ein

Widerspruch. Also war unsere Annahme falsch und y ist monoton.

Aufgabe 2
Bestimmen Sie jeweils die maximale Losung der folgenden Anfangswertprobleme.

a) y'(v) = F=y(@) +z, y(0)=1

b) ¥/ (z) = 2zy(z) +2°, y(0) =

N[

.7727 €T T
¢) y'(x) = =B y(0)=1.

Lésungsvorschlag.
a) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine lineare homogene Differen-
tialgleichung erster Ordnung. In der Notation des Satzes 12.1 sei a: R — R mit
xwﬁ und b: R — R mit 2 — z. Es gilt

A(x) ::/xja(s)ds:/oz\/lijd(s: [\/1—{—52}222:\/14‘562—1

sowie

/ e A)b(s) ds = / e VIt g ds = —/ V1+s2- (— > ) e VIt g
T 0 0

0 V14 s?
— _ [y 2= VI+s2+1]|57% /z S —VIts2+1
{ 1+ s%e L:O + A me ds
_ 2 —VI+aZ+1 [ —V1Fs241]57"
1+ x%e +1 e

s=0
—92_ (, /1 + 2 + 1)6—\/1+m2+1
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fir alle x € R. Nach dem Satz aus Abschnitt 12.1 der Vorlesung ist y: R — R mit
y(@) = yoe ™ + eA(x)/ e A)p(s)ds = 3eV1T 1 _ /1422 —1
X

fiir alle x € R die maximale Lésung des Anfangswertproblems.

xT

0

Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine lineare Differentialgleichung
erster Ordnung. In der Notation des Satzes 12.1 sei a: R = R mit  — 2z und
b: R — R mit 2 — 3. Es gilt

S=T 2

A(z) = /Ija(s) ds = /Ox 2sds = {SQL:O =z

sowie

0 0
_ 1 2 —g2]5=7T 1 v s
=—= [s e Lfo ~3 ), (—2s)e” " ds
_ —1x2e7x2 B 1 { 752}821 _ 1 B (1 + xz)e_z
2 2 s=0 2 2

fiir alle z € R. Nach dem Satz aus Abschnitt 12.3 der Vorlesung ist : R — R mit

T 2
y(m) _ yOeA(a:) + eA(;L’)/ e—A(s)b(S) ds — ex2 _ 1 —|-2.’IJ
T

fiir alle z € R die maximale Lésung des Anfangswertproblems.

Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine lineare Differentialgleichung

erster Ordnung. In der Notation des Satzes 12.1 sei a: R — R mit z — — 1122 und
b: R — R mit ¢ — ;2. Bs gilt
x T 4g 9,]5=%
Az) = /a:o a(s)ds = —/0 T2 ds = -2 {log(l +5 )Lfo

= —2log(1 + 2?) = log ((1—#1952)2)

sowie

z Z _log| —iyo 2 z 2
/ e A)p(s)ds = / e g<<1+52)2> ¥ _ds= / (1+ s%)? " ds
T 0 0

0 1+ s? 1+ s?
¢, 4 3 P1TE g3 b
= ds = |2 + 2= T
[ rstas= T3 T3

fiir alle x € R. Nach der Bemerkung nach Satz 12.1 der Vorlesung ist y: R — R mit

3 5
@ 1+ 42

_ A(x) A(z) —A(s) — 3 5

y(x> up€ +e /;1;0 € b(S) dS (1 + 332)2

fiir alle z € R die maximale Lésung des Anfangswertproblems. O
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Aufgabe 3
Bestimmen Sie jeweils die maximale Losung der folgenden Anfangswertprobleme.

a) y'(z) = ze™"y(x), y(0) =1

b) o/ (z) = e’ @ sin(z), y(0) = —log(3).

Q) v(x) = . y(0) = V2.

Losungsvorschlag.
a) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine Differentialgleichung mit
getrennten Verdnderlichen. In der Notation des Satzes 12.2, sei I = R, J = (0, 00),
f:R — R mit 2 — ze™®, und g: (0,00) — R mit y — y2. Eine Stammfunktion
von f ist gegeben durch

F(z)= xf(s)ds:/oxse_sds

Zo

p— T p—
= [—se "], + / e fds=[-se*—ef]I_;=1—(1+xz)e "
0

fiir alle z € 1. Eine Stammfunktion von é ist gegeben durch

vy o1 vy 1 1
G(y):/ —d,s:/ —ds=1-—.
vo 9(8) 1 S Yy
Nach Satz 12.2 ergibt sich die Losung y: I, — R nun durch Auflésen der Gleichung
G(y(z)) = F(z) nach y(x), also

y(z) = 14+

Dabei ist das Intervall I, das grofite Teilintervall von I mit yo € I, auf dem y
definiert ist und y(I,,) € J = (0,00), also I, = (—1,00). Da y in —1 nicht stetig
fortsetzbar ist, ist dies das maximale Existenzintervall.

b) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine Differentialgleichung mit
getrennten Verdnderlichen. In der Notation des Satzes 12.2, sei I = R, J = R,
f =sin und g = exp. Eine Stammfunktion von f ist gegeben durch

F(z) = /: f(s)ds = /Om sin(s)ds = 1 — cos(x).

0

Eine Stammfunktion von % ist gegeben durch

v o1 y
G(y):/ —ds:/ e *ds=3—¢e".
vo 9(5) ~ log(3)

Nach Satz 12.2 ergibt sich die Loésung y: I, — R nun durch Auflésen der Gleichung
G(y(z)) = F(z) nach y(x), also

y(z) = —log(2 + cos(z)).

Dabei ist das Intervall I,, das grofite Teilintervall von I mit yo € I, auf dem y
definiert ist, also I, = R, was automatisch das maximale Existenzintervall ist.
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c) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine Differentialgleichung mit
getrennten Verdnderlichen. In der Notation des Satzes 12.4,sei [ =R, f: I - R
mit z — —2% und ¢g: R\ {0} — R mit y — y% Wegen 39 = v/2 bietet es sich an,
J = R*" zu wihlen (das groite Intervall, welches yo enthélt und auf dem g das

Vorzeichen von g(yg) = g > 0 hat). Eine Stammfunktion von f ist gegeben durch

3

F(x):/z:f(s)ds:/oxﬁds:?).

Eine Stammfunktion von é ist gegeben durch

v o1 Yy yt
G :/ —ds:/ 3ds =2 — 1.
(y) Yo g(s) \/iy 4

Nach Satz 12.2 ergibt sich die Lésung y: I, — R nun durch Auflésen der Gleichung
G(y(z)) = F(z) nach y(x), also

/ 23
?/(35):\/5 1‘3;

wobei das Vorzeichen von y durch yo = v/2 festgelegt ist. Dabei ist das Intervall

I, das groBite Teilintervall von I mit yo € I,,, auf dem y definiert ist, also

I, = (00, V/3). Da lim y(x) = 0 und 0 nicht im Definitionsbereich von ¢ liegt,
Y3

T—
haben wir das maximale Existenzintervall gefunden. O

Aufgabe 4 (13. November 2026)

In der Zeitschrift Science erschien am 4. November 1960 der Artikel Doomsday: Friday,
18 November, A.D. 2026' von Heinz von Foerster, Patricia M. Mora und Lawrence W.
Amiot. In diesem Artikel wird das Anfangswertproblem

N'(t) = agN()"**, N(t1) = Ny

zur Modellierung der Grofle der Erdbevolkerung vorgeschlagen. Dabei ist N(t) die
Anzahl der Menschen zur Zeit ¢, die in Jahren nach Christi Geburt gemessen wird. Der
Anfangswert ist N; = 3,018 - 10 im Jahr t; = 1960. Die dimensionslosen Konstanten ay
und k werden dadurch bestimmt, dass das obige Modell bestmoglich an die vorhandenen
Daten zur Bevélkerungsentwicklung angepasst wird. Sie werden mit o = 3,9661 - 10712
und k& = 0,99 angegeben. Berechnen Sie die sogenannte Blow-Up Zeit ty € (t1,00), fiir

k
die tlir{l N(t) = oo gilt. Zeigen Sie, dass man die Losung in der Form N (t) = Ny (ttoo%ttl)
—to

fr t < ty schreiben kann.

Lésungsvorschlag. Mit Trennung der Variablen berechnen wir

- N(t) q t

LAV N(t)~Vk) = —a 1R dr = [ 1ds=t—t1.
1

Qg N Qo t1

! Science 04 Nov 1960: Vol. 132, Issue 3436, pp. 1291-1295, DOI: 10.1126/science.132.3436.1291


https://doi.org/10.1126/science.132.3436.1291
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Das Doomsday-Modell nach Von Foerster et al.
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Abbildung 1: Diese Abbildung zeigt die Losungskurve des Doomsday-Modells und einige
Datenpunkte der tatséichlichen Bevolkerungsentwicklung. Die Bevolkerungsdaten sind der
Tabelle https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=World_population&oldid=
903049270#Past_population entnommen.


https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=World_population&oldid=903049270#Past_population
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=World_population&oldid=903049270#Past_population
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Auflésen nach N (t) liefert

k Nk
(N7 —get =) N7 (ENTE 4ty -t 0
1/k

wobei wir tg = aiNl_

k
- + t1 gesetzt und folglich (aﬁo) = Ni(tg — t1)* verwendet haben.
Die Losung N existiert dabei auf dem Intervall (—oo,tp) und fir ¢ — to— tritt der
Blow-Up N(t) — oo auf. Setzt man den gegebenen Anfangswert und die Parameter in
die Formel fiir die Blow-Up Zeit ein, so erhélt man
ko 1k 0.99

t(]:le +1t =

30661, 10-12 > 018" 10°)~1/99 4 1960 &~ 2026, 34 .. ..
(&%) . .

In Abbildung 1 ist die Losungskurve zu diesen Parametern im Intervall [1800,2020] zu
sehen. Die Punkte markieren die tatséchliche GroBe der Weltbevolkerung. Man sieht, dass
das Doomsday-Modell bis Anfang der 1990er Jahre eine zutreffende Prognose geliefert
hat. O

Aufgabe 5 (Die logistische Gleichung)
Sei @ > 0. Bestimmen Sie fiir jedes yo € R die Losung des Anfangswertproblems

vy = (a —1y)y, y(0) = yo, ihr maximales Existenzintervall sowie, falls existent, ll}rin y(x).
X o

Lésungsvorschlag. Im Fall yg = 0 oder yg = a lautet die Losung y = 0. Sie ist auf ganz
R definiert.

Sei yp € R\ {0, a}. Wir betrachten zunéchst den Fall yo € (0,a). Mit Trennung der
Variablen berechnen wir

y(z)
g (M) Ly (w0 ) L1y,
a a—y(x) a a — Yo w a\t a—t

y(@) 1
= —dt
Yo t(a - t)
T
= / ldt ==
0
Auflosen nach z liefert
y(l’) _ Yo IREE
a—y(x) a — Yo
und ferner e
ae Yo B ayo

x) = = .
y(@) a—1yo+eyy e (a—1yo)+ Yo

Diese Losung existiert also auf ganz R und wir kénnen an der Formel direkt

lim y(r) =a¢ und lim y(z)=0

T—00 T——00

ablesen.
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Als néchstes betrachten wir den Fall yg > a. Hier muss man beim Integrieren beachten,
dass in einer Umgebung von yg die Funktion x +— i negativ ist und ihre Stammfunktion
somit z — —log(z — a) lautet. Wir erhalten dann also

log <y(i§x)a) — log <yoyoa> =ax.

Auflésen nach y(z) fithrt dann auf die Losungsformel

. ae* o . ayo
eyg —yo+a Yo —e (Yo —a)

y(z)

Wir sehen hier, dass die Losung auf dem Intervall (% log(1 — ;io), oo) existiert und

lim y(r) = oo und Ilgglo y(z) =1

I—)% log(l—%)—i-

erfullt.
Schliellich bleibt noch der Fall yy < 0. In diesem Fall muss man beachten, dass die
Stammfunktion von x — % in einer Umgebung von yo durch x — log(—z) gegeben ist.

Wir erhalten damit
log (y(ac)) — log <y0> =azr.
y(r) —a Yo —a

ae*®yo

Auflosen fihrt auf
€T = -—
(=) e Yo +a — Yo

fiir alle z € (—oo, Llog(1 - 3%)) Wir sehen, dass

lim y(r) =—oc0 und lim y(z)=0

x%%log(l—%)— T

gelten. ]

Aufgabe 6
Sei f € C(R). Die Funktion p € C([a, b], R) erfiille die strikte Differentialungleichung

p(x) < f(p(x))

fiir alle x € (a, b]. Sei auBerdem y € C*([a, b], R) eine Lésung des Anfangswertproblems

y'(@)=fy),  yla)=yo

fir ein yo > p(a). Zeigen Sie, dass p(z) < y(z) fur alle z € [a, b] gilt. Dieselbe Aussage
gilt, wenn man alle Ungleichungszeichen umkehrt.

Losungsvorschlag. Angenommen die Behauptung, dass p(z) < y(z) fir alle x € [a, b]
gelte, wére falsch. Definiere

M ={z € [a,b] : p(z) > y(x)}.
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Die Menge M ist dann nicht leer und wir setzen z, = inf M. Es gibt also eine Folge
(xn)n in M die gegen x, konvergiert und die p(xy,) > y(z,) fir alle n € N erfillt. Da
die Funktionen p und y stetig sind, folgt p(x,) > y(x.). AuBerdem gilt p(z) < y(x)
fir alle ¢ € [a,x,) nach Definition von M, also erhalten wir sogar p(x.) = y(z.). Die
vorausgesetzte Differentialungleichung bzw. die Differentialgleichung besagen, dass die
Ungleichung

(@) < fp(s) = fy(@.)) =y (2.)

gilt. Andererseits betrachten wir eine Folge Z,, € (a, z,) mit &, — . fir n — oco. Wir
erhalten aus der Definition der Ableitung iiber den Differenzenquotienten und wegen
p(@n) < y(Zn), dass

J(z) = lim PEn) = p(2x) oy U(En) — y()

n—00 Ty — Tx n—00 Ty — Tx

=9/ (2.)

gilt. Diese beiden Ungleichungen widersprechen sich und somit ist die Annahme falsch. [
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