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Hohere Mathematik fiir die Fachrichtung Physik

Losungsvorschlag zum 12. Ubungsblatt

Aufgabe 1
Seien f: [0,00) — R und g¢: (0,1] — R stetig.

W F
om

W F
Um

li_>m |f(z)] =0= / f(z) dz konvergiert.
T—00 0

Diese Aussage ist falsch. Als Gegenbeispiel betrachten wir f(z) = %H

Dann ist f stetig und es gilt lim |f(x)| = 0. Wegen
T—r 00

fir z € [0, 00).

S|
dex =log(R+1) —
/0 poe] x=1log(R+1) = o0
flir R — o0, ist das uneigentliche Integral nicht konvergent.

/ f(z) dz konvergiert = le |f(z)| = 0.
0 Tr—r00
Wir definieren die stetige Funktion h: R — R durch
1+ x, x € [-1,0],
h(z)=<¢1—z, z € (0,1],
0, zeR\[-1,1].
Es gilt
1
/ h(z)dx = 1.
-1

Fiir jedes n € N mit n > 2 definieren wir h,,: R — R durch h,(z) = h(n?(z — n))
fir € R. Es gilt h,(x) =0 fir allez € R\ (n — #, n+ #) und wir berechnen
mit der Substitution y = n?(x — n) das Integral

1

1
n——
n2 n2

nty nt—y 1 [t 1
n _ n 2 . - _
/ hy () dx—/ h(n*(x —n))dz > /_1 h(y) dy 3
Wir definieren nun f: [0,00) — R durch
f(z) = Zhn(:ﬂ), x € [0, 00),
n=2

und erhalten so eine stetige Funktion f mit der Eigenschaft f(n) =1 fir allen € N
mit n > 2. Insbesondere gilt also nicht li_>m |f(x)| = 0. Allerdings gilt
x o

R [R]+1 (Rl ot (Rl | =
[ r@aes [T p@ar =Y [T h@de =Y 5 Y <o
0 0 n=2 _,%2 n=2 n n=2 n

fir R — oo. Folglich ist das uneigentliche Integral [;° f(z)dz konvergent.
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1 1
= / g(x)? dz konvergiert = / g(z) dz konvergiert.
0 0

Diese Aussage ist wahr. Das uneigentliche Integral fol g(z)? dz sei konvergent. Es
folgt

1 1 1
[ls@ldo< g [a+g@P)des 43 [ g@Pds

fir r — 0+4. Damit ist nach dem Majorantenkriterium auch fol g(x) dz absolut
konvergent.

1 1
/ g(x) dz konvergiert = / g(x)* dz konvergiert.
0 0

=
-

Diese Aussage ist falsch. Als Gegenbeispiel betrachten wir die Funktion g: (0,1] — R
definiert durch g(z) = 2~/2 fiir = € (0, 1]. Wir haben

1 1 1
/g(x)dm:/ x_l/de:[%‘l/ﬂ =2—-2r—2

r T

fiir r — 04, aber

/T1 g(x)?dz = /1 e lde = [log(x)}i = —log(r) — oo

r

fir r — 0+.

Aufgabe 2
Seien 7y, wp > 0 mit wg > 7. Bestimmen Sie jeweils die maximale Losung der folgenden
Anfangswertprobleme.

a) ¥ (z) + 27y (z) + wiy(x) = sin(wox), y(0) =1, ¥'(0) = 0.
b) y'(z) + 2y (z) +y(z) = e**, y(0) =1, ¥'(0) =0.
c) y'(x) = 2y (x) + 2y(x) = e”cos(z), y(3) =0, ¥'(5)=0.

Losungsvorschlag.

a) Bei der Differentialgleichung handelt es sich um eine inhomogene lineare Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung. Zunéchst bestimmen wir die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms.

MA22+wd =02 A= —y+ /12 —wi = —yFiy/wd — 42
Wir setzen w = w3 — v > 0. Nach Satz 12.4 der Vorlesung ist also
yn(z) = c1e” 7" cos(wx) + cee” 7 sin(wzx) vz e R
die allgemeine Losung der homogenen Gleichung

Y (x) + 2yy/ (z) + WPy(x) =0  Vz €R.
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In der Notation der Vorlesung (nach Satz 12.5) gilt fiir unsere Inhomogenitiat m = 0,
a = 0 und 8 = wy. Da iwg keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist,
machen wir den Ansatz

yp(z) = Acos(wox) + B sin(woz)
fiir eine spezielle Losung der Differentialgleichung. Die Ableitungen sind durch
Yp(x) = wo (—Asin(woz) + B cos(woz))
Yy (x) = wi (— A cos(woz) — Bsin(woz))
gegeben. Einsetzen in die Differentialgleichung liefert
Yy (@) + 27y, (2) + wiyp(z)
= (wag + B2ywo + Aw%) cos(wox) + (wag — A2vywo + ng) sin(wox)
= 2qwo B cos(wpx) — 2ywp A sin(woz)
= sin(wox).

Diese Gleichung ist fir B =0 und A = —27%0 erfillt. Also ist

1
yp(x) = _Q’YWO cos(wo)

eine spezielle Losung der Differentialgleichung und die maximale Lésung des An-

fangswertproblems ist durch

1
YWo

y(x) = yn(z) + yp(x) = c1e7 7" cos(wx) + coe” ¥ sin(wzx) — cos(wox)

gegeben, wobei die Konstanten ¢; und co so gewdahlt werden miissen, dass die
Anfangswertbedingungen erfiillt sind. Es ist

=) L1
C1 2’}/(,&}0 =Y =Y =1,
alsocp =1+ 27%0, und wegen
1
y'(z) = —ve 7" cos(wx)—we ¥ sin(wz)—coye " sin(wz)+cowe 1" cos(wx)+? sin(wox)
Y

! Cc1 1 1
—017+02w:y'(0):y1:0:>62:7:<7_|_)
w w 2w

und die maximale Lésung des Anfangswertproblems lautet

1 1 1
y(z) = (1 + 2%}0) e 7 cos <\/ﬂx) + " <7 + 2w0> e " sin <\/w(2) — ’725U>
1

cos(woz), =z €R.

B 2vwg
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b) Bei der Differentialgleichung handelt es sich um eine inhomogene lineare Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung. Zunédchst bestimmen wir die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms.

M+22+1=0= =-1+£/1-1=-1
Nach Satz 12.4 der Vorlesung ist also
yn(x) = cre™" + cote™™
die allgemeine Losung der homogenen Gleichung
y'(z) + 2y () + y(x) = 0.

In der Notation der Vorlesung (nach Satz 12.5) gilt fiir unsere Inhomogenitiat m = 0,
a =2 und g = 0. Da 2 keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, machen
wir den Ansatz

yp(2) = Ae*®

fiir eine spezielle Losung der Differentialgleichung. Die Ableitungen sind durch
y;,(:v) = 24e%*,
Yy (x) = 4Ae*
gegeben. Einsetzen in die Differentialgleichung liefert
yp () + 2y, (x) + yp(z) = AAS™ 42246 + Ae® = 9Ae®® £ ¢2* Yz eR
Diese Gleichung ist fir A = % erfillt. Also ist

16236

9

eine spezielle Losung der Differentialgleichung und die maximale Lésung des An-
fangswertproblems ist durch

Yp(z) =

1
y(z) = yn(x) + yp(z) = c1e™" + coze™* + §e2x

gegeben, wobei die Konstanten ¢; und co so gewéhlt werden miissen, dass die
Anfangswertbedingungen erfiillt sind. Es ist

1. 8
y(0)201+§=y0=1=>01=§
und wegen
/ 8 —x —x —x 2 2x
y(z)=——e" —cowe™ + e " + —e
9 9
ist 8 P 6 6
, !
y'(0) 9+C2+9 C2—g=n 2=

und die maximale Losung des Anfangswertproblems lautet

1
y(x) = ge*x + gazex + 562“, z €R.

4
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c¢) Das charakteristische Polynom ist gegeben durch P(\) = A2 — 2) + 2, welche die
Nullstellen 1+1i besitzt. Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung
ist demnach gegeben durch

yn(x) = c1e” cos(x) + c2e” sin(z).

Die rechte Seite hat die Form e** cos(fz) mit a = § = 1. Da « + i somit eine
Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, lautet der korrekte Ansatz fiir die
partikuldre Losung

yp(x) = e”(Ax cos(z) + Brsin(z)).
Es ergibt sich

yp(x) = yp(x) 4+ e"(Acos(z) + Bsin(x) — Azsin(z) + B cos(x))

a:) + e”(Acos(z) + Bsin(x) — Az sin(z) + Bz cos(z))

(—Asin(x) + Bcos(x) — Asin(x) + B cos(x) + Az cos(x) — Bxsin(x))

) +e"(Acos(x) + Bsin(x) — Az sin(z) + Bz cos(x)) + 2e* (B cos(x) — Asin(x))
e”(Az cos(x) + Basin(x)) — 2Bze” sin(x)

= 2y’(p) + 2e”(B cos(z) — Asin(z)) — 2Bxe” sin(x)

Setzen wir dies in die inhomogene Differentialgleichung ein, ergibt sich

Yy () = 2y, (7) + 2yp(x)
= 2e”(Bcos(x) — Asin(z)) — 2Bxe” sin(x) + 2e*(Ax cos(x) + Brsin(x))
= 2Be" cos(x) — 2Ae” sin(x) + 2Axe” cos(x) = €” cos(x).

Somit gilt A =0, B = % Die allgemeine Loésung der inhomogenen Differentialglei-
chung ist also gegeben durch

1
y(z) = c1e” cos(z) + coe” sin(z) + §:Ee“” sin(z).

Einsetzen der Anfangswerte liefert

also cg = —7. Wegen
/ T 1 i x ﬂ- 1 T (si
y'(z) = " sin(x) B + 1A + e” cos(x) 1 +a )+ 5re (sin(z) + cos(x))

folgt schliefflich
<1 T ) n s
9 4 )Tyt

N
[VE]

Ozy/(g) =e

also ¢ = 2 Die Losung des Anfangswertproblems ist demnach gegeben durch
1 T 4 . .. e T .
y(z) = 2¢ ¥ cos(z) 1€ sin(z) + e sin(z) = 5 <(x 2> sin(z) +cos(:c))
fiir alle z € R. O
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Aufgabe 3

Seien s € (—00,0) und x € R. Untersuchen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale auf
Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls ihren Wert

o) 3 2t
a)/ e cos(tx) dt, c)/ © dt,

—0o0 1 + et
tlog 1
b) dt
A Q) [ gt a
Losungsvorschlag.

a) Sei b > 0. Es gilt mit zweimaliger partieller Integration

b 1 t=b b
/ e’ cos(tz) dt = - {eSt cos(tm)} +2 / et sin(tz) dt
0 S = s Jo
1, & x t=b g2 b
— -1 e st = st
S(e cos(bx) — 1) + 32 [e sm(:ztt)]tzo Z e* cos(xt) dt
1 2 b
= = (e*® cos(bx) — 1) + %e bsin(xb) — %/ e’ cos(xt) dt.
s s 5% Jo

Addieren von i—j fé’ %! cos(wt) dt auf beiden Seiten liefert

2 b 1
(1 + :1:2> / e’ cos(wt) dt = i +2$ / st cos(xt) dt = — (e cos(b:z:)—l)—k%eSb sin(bx)
s 0 S 0 S

S
und damit
"o cos(at) dt = — =2 + 52— cos(ba) + oz sinbe)
0e cos(x =g 52+$2e cos(bzx 52+x2€ sin(bx).
Wegen

es? cos(baz)‘ <e® 50 sowie

e*? sin(bx)‘ <e 50 fiir b— oo,

ist das uneigentliche Integral [;° e cos(xt) dt konvergent und es gilt:

0 b
/ e cos(xt)dt = lim [ e cos(xt)dt
0

b—o0 Jo

- s s b x b
= blggo (— R + a2 e*” cos(bx) + mes sm(bx))

s
s2 4+ 22’

b) Wir untersuchen den Integranden in der Néhe der unteren Grenze. Es gilt

log(t) < log <i) =-1
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fiir alle 0 < t < % Ferner folgt aus der Potenzreihendarstellung des sinh (vgl.

Paragraph 9 der Vorlesung) und einer Indexverschiebung, dass

0 < sinh(t) —t = i ;t%ﬂ - i ;thJ,—l
¢ (2n+1)! (2n+1)!

1 2+3 3
_Z (2n + 3)! ' Z 2n+3

fiir alle 0 < ¢ < 1 gilt. Wir definieren h: R — RT durch h(t) = 302 m#
t € R. Die Funktion h ist durch eine Potenzreihe mit unednlichem Konvergenzradius
gegeben, insbesondere ist h also stetig. Als stetige Funktion nimmt sie auf kompakten
Intervallen ihr Maximum an, also existiert ein M > 0 mit 0 < h(t) < M fiir alle
0<t< % Also gilt

™ fir

tlog(t) >tlog(e) o1

Csinh(t) —t = 3h(t) T 2M

firalle 0 <t < % Wegen

/i L 1 Hti 1 (1 >_>
—dt=—— |- =—|——e 00
a tQM M|t t=a M \a

1
fir a — 0+, ist das uneigentliche Integral [;° ﬁdt divergent. Nach dem Mi-
norantenkriterium aus Satz 13.5 der Vorlesung ist dann auch das uneigentliche

Integral
1
_/e tlog(t) dt
o sinh(t) —¢

divergent. Somit ist das Integral

o t]
/ . ogt)
o sinh(t) —t

ebenfalls divergent.

Sei a < 3. Mit der Substitution s = et berechnen wir

[ —/ ta [hret
14 et 1+ss o T 1+s

=/, 1—ﬁds—[s—log(1+s)}S ca

=e3 —log(1 +€3) — e +log(1 +e?) — 3 —log(1 + ¢%)

fir a — —oo. Damit ist das uneigentliche Integral f
gilt

0 T +et dt konvergent und es

3 o2t
/ 1+etdt—e —log(1 +¢?).
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d) Per Definition ist das uneigentliche Integral fil log(|t]) dt genau dann konvergent,

wenn die beiden uneigentlichen Integrale ff’l log(|t]) dt und fol log(|t|) dt konvergent
sind. In diesem Fall ist

/_11 log(\t)dt:/_ol log(]t])dt—l—/ol log(|¢]) dt.

Sei 0 < a < 1. Mit der Substitution s = —t erhalten wir

/_la log([t[) dt = /al log(s)ds = /al log([t]) dt.

Daher reicht es, nur eins der beiden uneigentlichen Integrale auf Konvergenz zu
untersuchen. Es gilt

/al log(t) dt = [tlog(t) — t]ii = (—-1-alog(a)+ a)

sowie, mit der Regel von L’Hospital im letzten Schritt,

1
1 log { 3 1 1
() = lim 1( ) ~ im 8@ o L g
a a—0+ P T—r00 x€x T—00 ¢

alg&r(a —alog(a)) = alg& alog

Folglich ist fol log(|t]) dt konvergent und es gilt:

1 1
/Olog(|t|)dt:ali>r61+/a log([t]) df = —1

und damit .
/ log([¢]) dt = —2. 0
-1
Aufgabe 4
Untersuchen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale auf Konvergenz.
1 1 1 4
a ——dt, C / log(t))~ dt,
) [ s ) | og(t)
o0 & 1
b) / e log(1 +t)dt, d) / sin () dt.
0 0 t
Losungsvorschlag.
a) Fiir alle 0 < t < 1 gilt t> < ¢ < v/t. Damit folgt
0 ‘ 1| 1 _ 1
Vi 2| Vit (VE-12) T Vi

flir alle 0 <t <1.Sei 0 < a < 1. Es gilt

/al\}idt=2[\/i]zz:2—2\/6—>2

fir @ — 0+. Also ist das uneigentliche Integral fol %dt konvergent. Nach dem

Majorantenkriterium aus der Vorlesung ist auch das Integral fol M%ﬁ dt (absolut)
konvergent.
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b) Sei b > 0. Mit partieller Integraltion berechnen wir

o log(1 4+ )d “tog(1+ 1) " 4 [ et—Ld
/Oe og(l+1t) t——{e og( —l—t)}t:O%—/Oe 1 t
log(1 + b) /b 41
=" —dt.
eb * 0 ¢ 1+t
Wegen
. log(1+1b) 1
lim ———— = lim —
oo e b—oo (1 + b)el =0

ist das uneigentliche Integral fo e 'log(1 +t) dt genau dann konvergent, wenn das
uneigentliche Integral [;° e ! T +t dt konvergent ist. Dieses ist tatsédchlich der Fall
nach dem Majorantenkriterium aus Satz 13.5 der Vorlesung, weil fiir alle 0 < ¢ < co

gilt, und

00 b t=b
/ e tdt = lim e tdt = lim — [e_tL =1—lime?®=1.
0

b—o0 Jo b—o0

c) Sei 0 < a < 1. Mit der Substitution ¢ = e™® berechnen wir

1 0 log(%)
/ (log(t))*dt = —/ ste™ds = / ste™% ds.
a —log(a) 0

Wegen lim,_,0+ log (%) = 00, ist das uneigentliche Integral fol (log(t))* dt konver-

gent, wenn das uneigentliche Integral fooo s*e™* ds konvergent ist. Dies ist nach
Aufgabe 7 tatsdchlich der Fall.

d) Auf (0,1] gilt sin(3) < 1. Da das uneigentliche Integral

/1dt—hm 1dt—hm1—a—1

konvergiert, liefert das Majorantenkriterium auch die Konvergenz des gesuchten

Integrals. O
Aufgabe 5
Untersuchen Sie die folgenden Reihe auf Konvergenz durch Vergleich mit einem Integral.
o) 2 00
(log k)
a) > Togionk Z Moo k)ogk
i koslos = (log k) k og
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Losungsvorschlag.
a) Wir berechnen fiir ¢ > 1 mit f(t) = (log(t))*t—18(08() = (log(t))2e~loa(t)-log(log(t))

dass
ox(log())) )

1

£1(8) = 2log(6) 7500 1 (log(6))* (1 oxs) (-
=t logaog(t)) log(t)(log(t)(1 + log(log(t))) — 2).

Es gibt also ein ¢ € (1,00), so dass fiir t > ¢ die Funktion ¢ > (log(t))%t~ 1°8(s(®)

monoton fallt. Mit der Substitution = = log(¢) erhalten wir

1
t

m\r—t

o 2 2 log(b)
/ (log(t)) dt = lim (log( )) dt = lim x2€x—xlog(x) dz.
tlog(log(t)) booo Jo tlos(log(t)) b—00 Jlog(c)

Sei g(z) := x — xlog(x). Dann gilt ¢'(x) = —log(x) fiir x > 0 und damit ¢'(z) < —1

fiir x > e. Zudem ist g(e?) = —e? und somit

o) = 9(e) + [, gy <~ + [ (-1)dy = -

Wegen der Monotonie der Exponentialfunktion folgt fiir z > €2, dass e*~*108(®) <
e~*. Da nach Aufgabe 7 [ r?e~? dx < oo gilt, konvergiert das Integral nach dem
Majorantenkriterium und die Reihe nach Satz 13.6.

b) Die Funktion ¢ — (log(t))~1°8® ist fiir ¢ > e monoton fallend. Die Substitution
x = log(t) liefert

/ o = / © dz= e los(®) gy
3 (log(t)) og(t) log3 T” log 3

Wie in Teil a) berechnet, gilt e*~%198(%) < ¢~ fiir z > ¢ und da das uneigentli-
che Integral [’ e~ dx existiert, konvergiert auch das Ausgangsintegral und nach
Satz 13.6 die gegebene Reihe. O

Aufgabe 6
Sei s € R\ {0}. Wir betrachten das uneigentliche Integral

o0 1
Is = /0 7xs T xl/s dx.

Bestimmen Sie alle s, fiir die I5 konvergiert.

L(')'sungsvorschlag. 1. Fall: s < 0. Fiir jedes z > 1 gilt 2° < 20 =1 und /¢ <20 =1, so
dass — 1 s 2 % ist. Wegen der Divergenz von [;* % dx liefert das Minorantenkriterium
die Dlvergenz des uneigentlichen Integrals [ m da: Infolgedessen ist I divergent.

2. Fall: s € (0,1). Wir zeigen, dass sowohl fo S+ ——7z dz als auch [ dx

konvergieren. Hieraus folgt dann die Konvergenz von I.
Fiir jedes z > 0 gilt i Da fol xi dz geméB Beispiel (1) nach Definition 2 in

—— 17 dz nach dem Majorantenkriterium konvergent.

LL‘S+LL‘1/S

1 <
J?S-i-xl/‘s —

Paragraph 13 konvergiert, ist fo - +

10
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Fiir jedes z > 0 gilt ﬁlxl/s < xl—l/s Da [/~ xl—l/s dz wegen 1/s > 1 konvergiert (vgl.
Beispiel (1)), ist [ ﬁlxus dz nach dem Majorantenkriterium konvergent.

3. Fall: s = 1. Das uneigentliche Integral I; = [7° % dx ist divergent.
4. Fall: s > 1. Ist q := 1/s gesetzt, so gilt ¢ € (0,1). Daher konvergiert laut Fall 2

00 1 o0 1
I:/o xq+x1/qu:/0 xl/s—i-:ssd:U:Is'

Insgesamt stellen wir fest, dass I; genau dann konvergent ist, wenn s > 0 und s # 1
gelten. O

Aufgabe 7
Es sei A > 0. Zeigen Sie, dass fur jedes n € Ny das uneigentliche Integral

I,(N) ::/0 2"e M dg

konvergiert und berechnen Sie I,(\).

Lésungsvorschlag. Wir zeigen zunéchst, dass das uneigentliche Integral Ip(1) konvergiert
und dass sein Wert 1 ist.

R

To(1) = Jim | "o~ dr = Jim (o) = lim —e et =1,
Nun sei n € N beliebig. Partielle Integration liefert
R R
I,(1) = Rli_r}rloo ; e *dx = I%Eg()([:c"(—e_m)]fzo —/0 na"H(—e™) dx)

= lim —R"e 4+ nl, (1) =nl,_1(1).
R—o0
Aus dieser Rekursionsformel folgt per vollstdndiger Induktion, dass das Integral I,,(1)
konvergiert und den Wert n! fiir alle n € NU {0} besitzt.
Fiir n = 0 wurde dies bereits am Anfang gezeigt. Sei n € NU {0}. Wir nehmen an,
dass das Integral I,,(1) konvergiere und gelte I,,(1) = n! gelte. Damit ergibt sich

Intyi(1)=(n+1)1,(1) = (n+ 1)n! = (n+ 1)L

Vollstandige Induktion liefert also die Behauptung I,,(1) = n! fir alle n € NU {0}.
Fiir jedes A > 0 und n € NU {0} fihrt die Substitution y = Az auf

R AR AR
. _ . y\" _, dy _ 1) . _
I\ =1 e~ AT dp = 1 4 y o _ \—(nt1) | / ne—y
W)= Jy oo mdn=fim () ey =N g [y
|

11
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