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Hohere Mathematik fiir die Fachrichtung Physik
Losungsvorschlag zum 13. Ubungsblatt

Aufgabe 1
Sei V ein K-Vektorraum und v1,...,v, € V.
ﬁ E Jede Menge M von Vektoren aus V' mit 0 € M ist linear abhéngig.

Diese Aussage ist wahr. Es gilt lin(M) = lin(M \ {0}). Da 0 € M, ist somit M
linear abhéngig.

mE
H-=

Ist M := {v1,...,v,} linear abhéngig, so ldsst sich jeder Vektor aus M als Linear-
kombination der anderen Vektoren aus M darstellen.

Diese Aussage ist falsch. Als Gegenbeispiel betrachten wir die Menge M = {0, e}
als Teilmenge des Vektorraums R?. Nach dem ersten Teil ist M linear abhingig.
Allerdings gibt es kein a € R mit e; = « - 0.

W F

B[] Existiert ein v € V mit eindeutiger Darstellung als Linearkombination der vy, ..., vy,
dann sind v1, ..., v, linear unabhingig.
Diese Aussage ist wahr. Zum Beweis nehmen wir im Gegenteil an, dass vi,...,v,

linear abhingig sind. Dann gibt es ay,...,a, € K, nicht alle gleich 0, mit 0 =
Y h—q agvg. Seiv € V ein Vektor mit eindeutiger Darstellung als Linearkombination
der Vektoren v1,...,v,. Dann erhalten wir durch v = v + 0 eine weitere Darstellung
von v als Linearkombination, ein Widerspruch. Also muss die Annahme verworfen
werden und es folgt die Behauptung.

HE
|l

Sind vy, ..., v, linear unabhéngig und v € V, dann sind v; + v,vo + v,...,v, + v
linear unabhéngig.

Diese Aussage ist falsch. Als Gegenbeispiel betrachten wir V = R? und setzen
v1 = e1, V2 = eg und v = —e;. Dann sind v, v linear unabhéngig, aber v; +v =0
und vy +v = (—1,1)7 sind nach dem ersten Teil linear abhéngig.

[k
H-=

Sind vy, v9 linear unabhéngig und sind vy, v linear unabhéngig, so sind auch v ,
vs linear unabhéngig.

Diese Aussage ist falsch. Als Gegenbeispiel betrachten wir V = R? und setzen
v1 = e; und vo = v3 = e9. Dann sind w1, v9 sowie vy, vs linear unabhéngig, aber
wegen vy — vy = 0, sind vg, v3 linear abhéngig.

Aufgabe 2
Untersuchen Sie, ob die folgenden Mengen M Untervektorrdume oder affine Unterrdume
des gegebenen Vektorraums V sind.

a) V:KN,M:{(an)GV: § |an|<oo}.
n=1
b) V= KS, M = {(xhwg,l’g) eV ixy =22 = —3:E3}.

o) V=Clo,1), M={feV: [ fz)dz+f(})=1}.
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d) V=REVI M ={fecV:f0)=0}
e) V=RE M ={f€V:fhat mindestens eine Nullstelle}.
f)y V=REM M = {f € V: fist surjektiv}.

Losungsvorschlag.

a) Die Menge M ist ein Untervektorraum von V', denn die konstante Nullfolge liegt in
M und mit (ay), (by) € M und o € K gilt

[o¢] [o¢] o0 o0 [e.e]
Z|an—|—bn| < Z|an\+2|bn| < 00, Z|aan]: |a|2|an| < 00,
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

womit (ay) + (b,) € M und «a(a,) € M gezeigt sind. Aus dem Untervektorraumkri-
terium folgt die Behauptung.

b) Die Menge M ist ein Untervektorraum von V', denn der Nullvektor (0,0, 0) liegt in
M und mit (z1, ze, z3), (Y1,Y2,y3) € M und a € K gilt

(w14+y1) = 222+2y2 = 2(x2+y2) = —3w3—3y3 = —3(x3+y3), ar) = 2ax = —3axs,

also (1,2, x3)+ (Y1, Y2, y3), a(x1, x2, x3) € M. Aus dem Untervektorraumkriterium
folgt die Behauptung.

c¢) Nach Vorlesung ist C1[0,1] ein Vektorraum. Aufierdem ist jede Funktion in C'[0, 1]
auf Riemann-integrierbar auf [0, 1]. Die Menge M ist kein Untervektorraum, da
die konstante Nullfunktion nicht in M liegt. Die Menge M ist jedoch ein affiner
Unterraum. Wir definieren

1
W= {f € CY0,1] - / f@)de + f(L) = 0}.
0
Die konstante Einsfunktion 1 liegt in M und es gilt

M={f+1:feW}

aufgrund der Linearitdt des Integrals und der Ableitung. Da die konstante Null-
funktion in W liegt und fiir f,g € W und a € K auch f 4+ g € W sowie af €¢ W
gilt, ist W ein Untervektorraumvon V.

d) Die Menge M ist ein Untervektorraum. Offensichtlich liegt die Nullfunktion in M.
Fir f,g € M und o € K gilt af(0) = 0 und f(0)+¢(0) = 0, d.h., es gilt sowohl af €
M als auch f + g € M. Die Behauptung folgt aus dem Untervektorraumkriterium.

e) Die Menge M ist weder ein Untervektorraum noch ein affiner Unterraum von V/,
denn die konstante Nullfunktion liegt in M, genau wie die beiden Funktionen
z+— 22 und z — (x + 1)2, aber z— 22 + (z + 1)? = 22% + 22 + 1 hat keine reelle
Nullstelle.
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f) Die Menge M ist kein Untervektorraum von V', da die Nullfunktion nicht surjektiv
ist und somit nicht in M liegt. Die Menge M ist auch kein affiner Unterraum.
Zum Beweis nehmen wir im Gegenteil an, dass M ein affiner Unterraum wére. Wir
wahlen g € M beliebig und definieren

U={f—-9g:feM}.

Dann ist, wegen der Annahme, dass M affin ist, U ein Untervektorraum von V.
Wir setzen f = %g + 1. Aus der Surjektivitdt von g folgt die Surjektivitdt von f
und somit f € M. Es gilt also f — g € U. Es gilt aber auch 2(f —g) =2 —g € U,
da die konstante Funktion 2 nicht surjektiv ist. Damit ist U kein Untervektorraum
und obige Annahme ist widerlegt. O

Aufgabe 3
Sei ) # M C V und V ein K-Vektorraum. Zeigen Sie, dass lin(M) der Durchschnitt aller
Untervektorrdaume von V ist, die M enthalten.

Lésungsvorschlag. Wir definieren

W = N U.
MCU,U UVR von V

Wir wollen nun lin(M) = W zeigen.

Nach Satz 14.4 ist lin(M) ein Untervektorraum und es ist klar, dass M C lin(M) gilt.
Daraus folgt W C lin(M), da die Menge lin(M) im obigen Schnitt vorkommt.

Sei umgekehrt € lin(M). Sei nun U ein Untervektorraum von V', der M enthélt. Da
sich als Linearkombination von Elementen in M schreiben lédsst, da M in U enthalten ist
und da U ein Vektorraum ist, gilt x € U. Da U ein beliebiger Untervektorraum von V'
ist, der M enthélt, folgt € W und damit die Behauptung. O

Aufgabe 4

a) Zeigen Sie, dass die durch f(z) := 2, g(z) := x — 1 und h(x) := 2% + 3z definierten
Funktionen f, g und h aus C(R) linear unabhéngig sind.

b) Sei P := {p: R — C: p ist Polynom vom Grad < 2}. Begriinden Sie, dass die
Menge {f, g, h} eine Basis von P» ist.

c) Wie lauten die Koordinaten des durch p(z) = 822 + 2z + 2, z € R, gegebenen
Polynoms p beztiglich der Basis {f,g,h}?

Lésungsvorschlag. Fiir k € Ny definieren wir py,: R — C, pp(z) = 2*.
a) Seien «, 8,7 € R mit af + g + vh = 0. Dann gilt
ye2 + (B+y)r+2a—-B=0

fiir alle x € R. Da die Funktionen pg, p1, p2 in C(R) linear unabhéngig sind, folgt
daraus vy =0, 8+ 3y=0und 2a— 5 =0, also a = § = v = 0. Damit ist die lineare
Unahéngigkeit von f, g, h gezeigt.
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b) Es gilt P> = lin{pg, p1,p2} und somit dim P, = 3. Da die drei Vektoren f, g, h nach
Teil a) linear unabhéngig sind, bilden sie ebenfalls eine Basis.

c) Fir alle z € R gilt
p(z) = 822 + 22 + 2 = 8(a? + 3z) — 22(z — 1) — 20 = 8h(z) — 22¢(x) — 10f ().

Also ist p = —10f — 22g + 8h und die Koordinaten von p beziiglich der Basis

{f,g,h} lauten (—10,—22,8). d
Aufgabe 5
a) Seien V = RR und n € N. Weiter seien fi,..., 3, € R paarweise verschiedene

Zahlen. Zeigen Sie: Die Funktionen fi,..., f, € V, fi(z) = %% fiir alle 1 <i < n
und alle x € R, sind linear unabhéngig.

b) Sind die Funktionen cosh, cosh? € RR linear unabhiingig?
¢) Sind die Funktionen 1, sinh? und cosh? in R¥ linear unabhingig?

Lésungsvorschlag.

a) Wir zeigen die Aussage mittels Induktion iiber n.
Sei n = 1. Sei A\1e1* = 0 fiir alle z € R. Aus €’1% > 0, folgt \; = 0.
Sei n € N. Wir nehmen an, dass die Aussage fiir n — 1 beliebige Zahlen 31, . .., Bn_1,

die paarweise verschieden sind, bereits gezeigt ist. Seien 31, ..., 8, € R paarweise
verschieden. Seien Aq,..., A, € R mit
MeP® 4 Ne T =0 fiir alle z € R. (%)

Wir multiplizieren diese Gleichung mit e %% und erhalten
MeBr=Bnz 4\ jeBn1=F)z LN =0 fiir alle x € R.
Wir differenzieren die letzte Gleichung und erhalten

M(Br = Bp)ePr=Bm)z N By — Bn)ePr17B)T — 0 fiir alle - € R.

Da 81 — Bn, -, Bn1 — Bn auch paarweise verschieden sind, folgt aus der Indukti-
onsvoraussetzung
)\l(ﬁl - ﬁn) = ... = )\nfl(ﬁnfl - Bn) =0.
Da p; # B, fur i € {1,...,n — 1}, folgt (5; — Bn) # 0 furi € {1,...,n — 1} und
damit
AM=...= A1 =0.

Aus (x) folgt \,e»® = 0 fiir alle z € R und somit A, = 0. Also sind f1,..., fn
linear unabhéngig.
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b) Seien a, 8 € R mit
acosh(zx) 4+ fcosh?(z) =0 fiir alle x € R.

Setzen wir z = 0 in diese Gleichung ein, ergibt sich a = —f. Leiten wir die Gleichung
zwei Mal ab, ergibt sich

acsinh(x) + 28 cosh(x) sinh(z) = 0 fir alle x € R

und
a cosh(zx) + 28 cosh?(z) + 28 sinh?(z) = 0 fir alle z € R.

Setzen wir z = 0 in diese Gleichung ein, ergibt sich « = —23. Somit folgt 5 = 20,
also # = 0 und somit o = 0.

¢) Die drei Funktionen 1, sinh? und cosh? sind nicht linear unabhingig, denn wegen
cosh?(x) — sinh?(x) = 1 fiir alle z € R gilt

1 + sinh? — cosh? = 0,
sodass sich die drei Funktionen nicht-trivial zu 0 linear kombinieren lassen. O]

Aufgabe 6

a) Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von «, § € R die Zeilennormalform der Matrix

1 -4 3 -2 0
1 -2 1 4 2
A=1y 4 4
1 0 -1 a B

Fiir welche a, 5 sind die Zeilen linear unabhéngig? Bestimmen Sie eine Basis der
linearen Hiille der Zeilen von A.

b) Bestimmen Sie die Zeilennormalform der Matrix

0 -2 2 4
A= 4 -6 4 -5
-2 01 7

Sind die Zeilen linear unabhéngig? Bestimmen Sie eine Basis der linearen Hiille der
Zeilen von A.

c) Geben Sie fir folgende Vektorrdume jeweils eine Basis an.

(i) {(z1,22,23) € R?: a1 = a3},
(ii) lin({a?, 2? + z, 2 + 1, 2* + z + 1, 27 + 2°})

Losungsvorschlag.



Hohere Mathematik fiir die Fachrichtung Physik — Lésungsvorschlag zum 13. Ubungsblatt

a) Wir fithren folgende Zeilenumformungen durch:

1 -4 3 -2 0 (=1) 7-(=2) 1 -4 3 -2 0 +
1 -2 1 4 2 ]+ 0 2 -2 6 2 j-z (1)
B=1, 2 4 4 + Tlo 8 -4 8 4 J+

1 0 -1 a 8 1 0 -1 a 8

10 -1 10 4 " 10 0 6 3

02 -2 6 2 j+ 02 0 -2 0/]-3
“loo 4 —16 —af J1di Tloo 4 —16 —4] |2

10 -1 a 8 10 -1 a 8

10 0 6 3 (1) 100 6 3

01 0 -1 0 010 -1 0
“loo 1 -4 -1 “loo 1 -4 1

10 -1 a p J+ + 0 00 a—10 p—4

Die letzte Matrix ist fiir alle a, 5 € R in Zeilenstufenform. Ablesen liefert den
Zeilenrang r = 4, fiir o # 10 oder 8 # 4. Ansonsten ist » = 3. Nach der Vorlesung
(r = n), sind die Zeilen von A damit linear unabhéngig genau dann, wenn « #
10 oder 8 # 4 gilt. Sind @ = 10 und B = 4, so ist die letzte Matrix bereits
die Zeilennormalform von B und die Basis ist gegeben durch die drei ersten
Zeilen der Matrix. In allen anderen Fallen ist eine Basis durch alle vier Zeilen der
Ausgangsmatrix gegeben. Ist o = 10 aber § # 4, so ist

1 0 0 6 100 6 O
B~ 01 0 —1 (o010 -10
0 01 —4 001 —4 0
000 O |- 523 000 0 1
die Zeilennormalform von B. Ist « # 10, so sei xk = % und es gilt
1 00 6 3 10 0 6
B 010 -1 0 N 010 -1 0
0 01 —4 -1 001 —4 —1
000 a—10 B—4) | 25 000 1 =
1 0 00 3-—6k
0100 K
“loo 10 —144k
0 001 K

die Zeilennormalform von B.
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b) Wir fithren folgende Zeilenumformungen durch:

0 -2 2 4 -2 2 4
A=|4 -6 4 -5 + o~ 669)J+
—2017j.2 17
0 -2 2 4 — 1 |- —3
~[0 0 0 -3 ~[0 -2 2 |- —3
-2 0 1 7 0 0 0 |- —3
10 -4 -1 ¥ 10%0
~01—1—2<ﬂ~01 -1 0
00 0 1 2 47 00 0 1

Die letzte Matrix ist in Zeilennormalform. Ablesen liefert den Zeilenrang r = 3.
Nach der Vorlesung (r = n), sind die Zeilen von A damit linear unabhéngig und
bilden damit eine Basis ihrer linearen Hiille.

c) (i) Eine Basis ist gegeben durch v; = (1,0,1), vo = (0,1,0), denn aus A\jv; +
Aovg = 0 folgt (A1, A2, A1) = (0,0,0,), also Ay = Ay = 0. Wenn ferner v €
{(w1,22,23) € R®: 21 = 23} gilt, so gibt es a,b € R mit v = (a, b, a), also
v = avy + bus.

(ii) Wir zeigen zunichst, dass {z?, 2% + z,2? + 1,27 4+ 25} linear unabhéingig ist:
Es gelte
Mz + Xo(z? +2) + A3(z2 + 1) + M\(z” + 25) =0,

also
A3 + Aox + ()\1 + Ao + )\3)562 + )\4$5 + )\45[?7 = 0.

Da die Polynome {1, x,22 23,...} C P linear unabhéngig sind, folgt

A3=0, Aa=0, A1+ X2+ A3=0, \y =0,

also A\; = Ay = A3 = Ay = 0. Damit ist {2?, 22 + 2, 22 + 1, 27 + 2°} linear
unabhingig. SchlieBlich lisst sich das Polynom 22+ z+1 als Linearkombination
aus den restlichen Polynomen darstellen, und zwar gilt

2+ () (@) =2+ + 1

Damit ist lin({2?,2? + 2,22 + 1,22 + = + 1,27 + 2°}) ein 4-dimensionaler
Vektorraum und

{2222 + 2,22 + 1,27 + 25}
ist eine Basis dieses Vektorraums.
Alternative. Offensichtlich ist dann auch {1,z, 22, 27 + 2°} eine Basis (die Vek-
toren sind linear unabhéngig und jeder Vektor lésst sich als Linearkombination
der Vektoren der ersten Basis schreiben). O
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