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Hohere Mathematik fiir die Fachrichtung Physik
Losungsvorschlag zum 14. Ubungsblatt

Aufgabe 1
Seien n € N, A, B € K" und b € K".

B KemnA = {0} = Az = b hat genau eine Losung.

Diese Aussage ist wahr. Wenn Kern A = {0}, dann gilt dim(Kern A) = 0 und somit
mit der Dimensionsformel dim Bild A = rg A = n. Damit ist die Gleichung Ax =b
fiir jedes b € K" eindeutig 16sbar.

ﬁ E Bild A = K" — Az = b hat genau eine Losung.
Diese Aussage ist wahr. Aus dim Bild A = n folgt dim Kern A = 0 und wir sind in
der gleichen Situation wie im ersten Teil.

CIm A#£0 — YneN: A" £0.

Sei m € N. Wir setzen

0 1 0 0
: 1 :
A: E ..' ... ..' 0 ERme‘
: .. .. o1
0 -+« v o 0

Dann gilt A™ # 0 fir allen € {0,...,m—1} aber A" =0 fir allen € {m,m+1,...}.
W F
Om (A+ B)?2= A2+ 2AB + B2

. 10 0 1 .
Wir setzen A = <O 2) und B = (0 0). Dann gilt

o (1 3 12\ 9 9
(A+ B) _<0 4>7e<0 4>_A +2AB + B

Aufgabe 2
Seien «a, § € R. Seien
1 -1 2 1
A=1|0 1 « und b= |1
1 a—1 p+2 3

Entscheiden Sie, in Abhéngigkeit von den Parametern o und f, ob die Gleichung Ax = b
l6sbar ist. Berechnen Sie gegebenenfalls alle Losungen.
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Losungsvorschlag. Wir formen die Matrix so weit zu einer Zeilenstufenform um, wie die
Allgemeinheit von « und [ es zulésst.

1 -1 2 |1 (1) 1 -1 271
0 1 o 1 1 ~10 1 alfl (—a)
1 a—1 g+2 13 + 0 a [ |2 3+
1 -1 2 1 j+ 1 0 24« 2
~ 10 1 @ 1 ~ 10 1 Q 1
0 0 f—a’|2—a 00 B—-a®|2—a

Nun folgt eine Fallunterscheidung.
1. Fall: B # o®. Sei v := % Wir dividieren die dritte Zeile durch 8 — o? und
erhalten

2 ﬁJr 1 0 0(2—(24a)y
1 + ~10 1 0 1—ay
Y j'(—a) (—2-a) 0 01

v

24«

10 +
0 1 o
00 1

Das Gleichungssystem ist also eindeutig Losbar, die Losung lautet

4— 2
2-2+a)y 2- o 1 28 —a?—4
T = 1—ay =[1-2C=2 = — 2
vy 2—607(12 p—a? 52—04
B-a?

2. Fall: f = o2, a # 2. Das Gleichungssystem hat die Form

1 0 24« 2
01 a 1
0 0 0 22—«

und ist wegen 2 — a # 0 nicht 16sbar, da die erweiterte Matrix mit 3 einen héheren Rang
hat als die Matrix selbst.

3. Fall: B = o?, a =2 (also 3 = 4). Die Matrix hat die Form

~—

1 0 4|2
01 2|1
00 00

und ist in Zeilennormalform. Ausgeschrieben lauten die Gleichungen
T+ 4133 = 2,
r9 + 2x3 =1,
Also
1 =2— 41’3,
ro=1-— 21‘3,

r3 = I3.
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x3 ist also ein frei wiahlbarer Paramter und der Losungsraum der gegebenen Gleichung
lautet

2 —4
1| +s| -2 seK
0 1

Alternativ kann man in Matrixform den so genannten (—1)-Trick anwenden. Ist die
Matrix in Zeilennormalform, ergdnze man die gesamte Matrix so durch Nullzeilen, dass
die nicht erweiterte Matrix quadratisch ist und die Nicht-Nullzeilen ihre vorhandene erste
Eins auf der Diagonale dieser Matrix haben (dies ist hier bereits der Fall, links steht eine
3 x 3-Matrix mit ihren Einsen auf der Diagonalen. Nun ersetzt man die Nullen auf der
Diagonale durch (—1)en. Die spezielle Losung des Gleichungssystems ist iiber die Spalte
ganz rechts abzulesen, der Losungsraum der homogenen Gleichung (mit Parameter davor)
ist durch die Spalten der Matrix links gegeben, die zu einer eingefiigten (—1) gehoren.

10 412 10 4 |2 2 4
0121 |~fo1 2 [1|~{|[1]+s]2]:seK
00 0]0 00 (1) 10 0 ~1

Hinweis: Der Vektor (4,2, —1) hat hierbei ein anderes Vorzeichen als bei der oberen
Methode, durch die freie Wahl von s € K handelt es sich jedoch um die Gleiche Lésungs-

menge. U
Aufgabe 3
Es seien
5 1 2 3 4 0 -2 1
A=]-1 11 -1 =1 1|, b=1] 3 und c¢= |0
3 34 1 2 2 4 3

a) Bestimmen Sie rg(A), rg(A|b) und rg(Alc).

b) Bestimmen Sie dim(Kern A) und geben Sie die Losungsmenge der Gleichung Ax = 0
an.

c) Geben Sie die Losungsmenge der Gleichungen Az = b und Ax = ¢ an.

Losungsvorschlag.

a) Wir bringen die erweiterte Matrix (A|b|c) auf Zeilennormalform. Wir schreiben
beide Vektoren b und c¢ in die Erweiterung, da die Zeilennormalform nur von der
Matrix A abhingt und die Operationen somit bei beiden erweiterten Matrizen
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dieselben sind.

5 1 2 3 4 01]-2]1

-111 -1 -1 1|3 1|0 j

3 3 4 1 2 214 13

-1 11 -1 =1 1]3 [0 543 |- (=1)
~5 1 2 3 4 0|-2]1 \]j

3 3 4 1 2 214 13 +

1 -1 -1 1 1 -11]1-3]0
~ |0 —2 -1 13 1) SRS

0 7T -2 -1 13 13 3+

1 -1 -1 1 1 -1|1-3]0 j+
~[o Zééé%”é)

0 0 O 0 0 0 0 |2

1o} 3 3 -4|-1[d
~lord-p b g 8|

00 0 O 0 0 0 |2

Wir erkennen somit, dass rg(A) = rg(A|b) = 2, rg(Alc) = 3.

b) Nach Satz 14.10 ist dim(Bild A) = rg(A) = 2 und nach der Dimensionsformel in
14.11 demensprechend (die Matrix besitzt 6 Spalten)

dim(Kern A) = 6 — dim(Bild A) =6 — 2 = 4.

Schreiben wir Az = 0 in der obigen Zeilennormalform zu einem Gleichungssystem
um, ergibt sich

—I—1 —1—2 ~|—5 ! =0
Z1 6903 3-’B4 6565 651/'6—7

1 1
To + 6%3 — §x4 — 6335 + 6.1“6 =0,
also
1 2 5 n

X1 =——=T3— -4 — =I5+ =&

1 6 3 3 4 6 5 6 65

1

T2 = —6333 + §x4 =+ 61’5 - 6366-
xr3 = I3,
Ty = T4,
T5 = Ts,
T = Xg-
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Somit ergibt sich als Losungsmenge der Gleichung Ax = 0, indem wir x3 bis zg
durch beliebige Parameter ersetzen,

—%s—%t—%u—l—év —s—4t —bu+ 1v
—ts+ 3t+ gu—3v —Ts+ 2t +u—5v
s 6s
. cs,t,u,v e Kp = 6t 28, t,u,v € K
U 6u
v 6v

wobei wir fiir die zweite Menge jeden Parameter durch sein Sechsfaches ersetzt
haben. Analog erhélt man das Resultat tiber den (—1)-Trick (die einzelnen Vektoren
mit ihren Parametern wurden hier zu einem Vektor zusammengefasst).

c) Das Gleichungssystem Ax = ¢ ist unlosbar, da rg(Alc) = 3 # 2 = rg(A). Das Glei-
chungssystem Az = b ist 16sbar und die allgemeine Losung ist gegeben als Summe
einer speziellen Losung und der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung. Mit
dem gleichen Vorgehen wie in Teil b) gilt ndmlich

5 1 2 ) 1

TL= "6 g~ 3T 5T + 576
13 7 1

To = e 6:33 + §x4 + 63@5 — 6306.

I3 = I3,

L4 = T4,

L5 = T,

L6 = X6,

und somit ist die Losungsmenge

5 1 2 5 1
A (O 1
6 6 3 6 6
8 + i :s,t,u,v €K
0 Uu
0 v
-2 —s— 4t —5u+ 1v
%?o’ —T7s+2t+u— 5v
0 6s
= 0 + 6t ss,tu,v €K ]
0 6u
0 6v
Aufgabe 4
Es seien
11 -2 4 5
A=12 2 -3 1 und b= |3
3 3 —4 -2 1
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Berechnen Sie alle Losungen der Gleichung Ax = b.

Lésungsvorschlag. Wir formen die erweiterte Matrix in Zeilennormalform um und erhalten

11 -2 4 5 (=2) (=3
22 -3 1 3 J+
33 4 =21 +
11 -2 4 ) ﬁ‘i’
~10 0 1 =7 =7 (-2) J.2
00 2 -14 -14 ]Jr
110 -10 -9 ﬁﬂt
~10 0 1 -7 =7 (=2) 12 .
0 00 O 0 1+

Mit dem (—1)-Trick betrachten wir die Matrix

1 1 0 —-10 -9
0 -1 0 O 0
o 0 1 -7 7]’
0 0 0 -1 O

woraus wir das Ergebnis ablesen konnen. Damit ist die Losungsmenge gegeben durch

-9 1 10 -9+ s+ 10t
0 -1 0 -5
_7 +s 0 +t 7 is,t e Ky = T :s,t e K. ]
0 0 1 t
Aufgabe 5

n
a) Essein € Nund ¢: R” = R, (1, z2,...,2,) — Z kxj eine Abbildung.
k=1

(i) Zeigen Sie, dass ¢ linear ist.
(ii) Bestimmen Sie eine Basis von Kern ¢ und eine Basis von Bild ¢.

(iii) Fir welche n ist ¢ injektiv?

b) Gegeben sei die Abbildung ¢: K2 — K2, (21, 22) + (21 + 22,71 + 22).
Ist ¢ linear? Bestimmen Sie Kern ¢ und Bild ¢.

c) Sei
-3
A=11
-2

c K3><3

_ = O
N O N

Berechnen Sie eine Basis von Kern A und von Bild A.
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Losungsvorschlag.
a) (i) Aufgrund von

z1 I
o(f + =A4]": mitA=(1 2 3 - n)eR"

In In,

ist ¢: R® — R linear.

Alternativ kann man die Linearitdt von ¢ auch wie folgt begriinden:
I Y1

Fir beliebige a € Rundz=| : |,y=| : | € R" gilt

Tn Yn

dlaz+9) =3 kawe+ o) = a3 kre+ 3 kye = ad(e) + 0(y).

a

0
(ii) Wegen ¢(| . |) =1-a = a fiir jedes a € K gilt Bild ¢ = R, also ist {1} eine

0
Basis von Bild A = Bild ¢. Insbesondere ist dim(Bild A) = 1.
Nun tiberlegen wir uns, wie viele Basisvektoren Kern ¢ = Kern A aufspannen.

Die Dimensionsformel liefert n = dim(Bild A) + dim(Kern A), folglich ist
dim(Kern A) = n — 1. Wir bestimmen Kern¢ = Kern A. Jeder der n — 1

Vektoren
2 3 n
-1 0 0
0 -1 0
ol o] - |o]cER"
0 0 -1

ist in Kern ¢ enthalten. Diese Vektoren (bzw. die Negativen davon) erhalten
wir durch Einsetzen von Parametern fiir xo, ..., z, in der Gleichung

r1 4222+ 4+ (n—1)zp1 +nw, =0

oder tiber den (—1)-Trick. Da die angegebenen n—1 Vektoren linear unabhéngig
sind, bilden diese eine Basis von Kern ¢:

2 3 n
-1 0 0
0 -1 0
Kern ¢ = lin o |- ol 0
0 0 -1
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(iii) Wegen ¢ injektiv <= Kern¢ = {0} <= dim Kern¢ = 0, ist ¢ genau fiir
n = 1 injektiv.

€ N R A T . o 1 1 2%2 - .
Wegen ¢( <x2>) = (3?1 —|—a:2> =A <x2> mit A := (1 1) € K**# ist ¢ linear.

Die Zeilennormalform von A ist gegeben durch

o)

Der Kern von ¢ ist der Kern von A und somit die Lésungsmenge von Az = 0. In
Zeilennormalform ergibt dies die Forderung

x1 + 29 = 0,

somit als Losungsmenge Kern¢ = Kern A = {3 (_11> 1S € K}. Das Bild von

¢ ist die Menge {¢(z) : = € K?}, die aufgespannt wird durch die Bilder der
Einheitsvektoren eq, ea, was gerade die Spalten von A sind. Somit gilt

Bild¢ = Bild A = {s G) 1S € K}

Zunéchst bringen wir A mittels Zeilenumformungen auf Zeilennormalform:

-3 0 2 1% (=2 |- (-3) 10 -2 10 -2
1 1 0 + ~ 10 1 % (-1 ~ 10 1 %
—2 1 2 J+ 01 = J+ 00 0

2
2 9
3
KernA:{xng:szo}: 5 % seKp=49s] 2 |:5€eK
-1 -3
2
Folglich ist —2 eine Basis von Kern A und es gilt dim(Kern A) = 1. Die
3
Dimensionsformel liefert dim(Bild A) = 3 —dim(Kern A) = 3—1 = 2. Da die beiden
-3 0
Vektoren Ae; = | 1 |,Aes = | 1| € Bild A linear unabhéngig sind, bilden diese
-2 1
eine Basis von Bild A, also
-3
BildA=1nd | 1 |,|1]}. 0
-2
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Aufgabe 6
Sei n € N. Fiir eine Matrix A = (a;;) € K"*" sei die transponierte Matrix AT definiert
durch AT = (aj;) € K™*". Die Abbildung P: K"*" — K"*" sei definiert durch

P(A) = %(A +AT).
Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

a) Die Abbildung P ist linear.

b) Es gilt Kern P = {4 € K"*": AT = —A} (die Menge der schief-symmetrischen
Matrizen).

c) Es gilt Bild P = {A € K™ : AT = A} (die Menge der symmetrischen Matrizen).

d) Es gilt dim(Bild P) = n(n;l), dim(Kern P) = n(n2_1)'

Losungsvorschlag.
a) Es gilt («¢A)T = aAT sowie (A+ B)T = AT 4+ BT fir « € Kund A, B € K"*", wie

man direkt anhand der Definition erkennt. Damit folgt

P(aA) = %(aA + (aA)7) = %(aA +aAT) =a- %(A + AT) = aP(A),

sowie

—

P(A+B):%((A+B)+ A+B)T):%(A+B+AT+BT)

= %(A + AT) + =(B+ BT) = P(A) + P(B).

N

Also ist P eine lineare Abbildung.
b) Esgilt Ac KernP <= A+ AT=0 < AT=-A.
¢) (i) Sei B€ K™" = P(B)T=3(B+BT)T=%(B"+ B) = P(B),da (B")T =B
anhand der Definition. Also gilt Bild P C {A ¢ K" : A = AT}.

(ii) Sei C € K™*™ mit CT = C. Dann gilt $(C+CT) = £(2C) = C, also P(C) = C.
Es folgt {A € K"™*": A= AT} C Bild P.

Insgesamt folgt aus (i) und (ii): Bild P = {A e K™*" : A = AT}



Hohere Mathematik fiir die Fachrichtung Physik — Lésungsvorschlag zum 14. Ubungsblatt

d) Eine Basis von Bild(P) wird durch die folgenden Matrizen gebildet:

1 0 0 0 0 0
0 .
bJ ) 1 ) b bJ
0
0 0 0 0 0 1
0 1 0 00 1 0
1 00
gee ey ]_ 5.
0 0 0 0

(Einsen auf der Diagonale bzw. in gegeniiberliegenden Eintragen abseits der Diago-
nalen). Diese Matrizen sind offenbar linear unabhéngig, aulerdem 148t sich jede
symmetrische Matrix als Linearkombination dieser Matrizen schreiben. Also bilden
obige Matrizen eine Basis. Da man in der rechten oberen Dreiecksmatrix stets ein
Element = 1 wéhlen kann und den Rest = 0, besteht diese Basis aus

n(n+1)

n+(n—1)+...+1= 5

Elementen, also dim(Bild P) = w Ferner erhalten wir

1 -1
dim(Kern P) _ dim(Knxn) _ dim(Bﬂd p) —n?_ n(n;‘ ) — n(n2 ) O

10
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