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Aufgabe 1

Sei
0 3 -1 1
I T N
A=|5 1 0 o|SFT

0 6 -2 3
Uberpriifen Sie, ob A regulér ist und berechnen Sie in diesem Fall A~

Lésungsvorschlag. Die Matrizen A ist regulér. Ihre Inverse ergibt sich durch

0 3 -1 1 100 0
1 -3 1 10100 -53
5 1 0 0 0100 .
0 6 -2 3 000 1
1—31—101ooj+
0 3 -1 1 1000 Ly
“lo ~14 5 505 10 J+ -3
0 6 -2 3 0001 .
10 0 0 1 1 00
N03—111oooj+y.§
00 1 -1 14 15 3 0 .
0001—2001j
1000 1 1 00
0100 5 5 10
“loo 10 12 15 31
0001 -2 0 01
Deshalb gilt
1 1 00
B 5 5 10
A1:121531 =
2 0 0 1

Aufgabe 2

a) Seien m,n € N. Zeigen Sie, dass durch die Abbildung (-]-) : K"*™ x K"*™ — K
gegeben durch

m
Z ajkak fir A = (ajk) € Knxm’ B = (bjk) S Knxmj
1 k=1

(AlB) —

n
1=

ein Skalarprodukt auf K™*™ definiert wird. Man nennt (+|-) Frobenius-Skalarprodukt.
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b) Sei nun m = n. Die zum Frobenius-Skalarprodukt gehérende Norm (die sogenannte
Frobeniusnorm) wird durch

Al = (414)"
definiert. Zeigen Sie, dass || AB|| < ||A]| | B]| fir alle A, B € K™*" gilt.

c) Sei A € K™" mit ||A|| < 1. Zeigen Sie, dass I — A regulér ist und

-1 _ OoAk

gilt. Dabei sei die Konvergenz der Reihe analog wie in R definiert: Man sagt, dass
S92 o AF den Grenzwert C' € K™*" hat, wenn

Ve>0dNygeNVN >ngp:

N
2 A" -
k=0

gilt.

d) Seien A, B € K™ " A sei regulir und es gelte |B — A|| < ||[A7Y]|7L. Zeigen Sie,
dass B regulér ist.

e) Sei A € K™ mit ||A*|| < 1 fiir ein ko € N. Zeigen Sie, dass I — A regulér ist.

f) Zeigen Sie, dass es keine Matrizen A, B € K"*" gibt, die die Gleichung AB—BA =1
erfiillen.
Hinweis. Widerspruch: zeigen Sie AB*1 — B*1 A = (k4 1)B* fiir alle k € N.

Losungsvorschlag.

a) Seien A = (aji), B = (bji),C = (cjr) € K™, a € K. Es gilt

Z birasr = (B|A).

Zudem gilt
(@A+B|C) =3 > (aajtbi)er = ) > aptrt) Y btk = o (A|C)+(B|C).

Schlielich gilt

und der Ausdruck ist genau dann 0, wenn alle a;;, = 0 sind, also A die Nullmatrix
ist. Somit ist gezeigt, dass (+|-) ein Skalarprodukt definiert.
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b) Wir betrachten A = (a;;) und B = (bji,). Es gilt fiir das Matrixprodukt

(AB)jx = Za]’lblk, fur 5,k € {1,...n}.
=1

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung in K™ angewandt auf die Vektoren
(aj)i—qy und (by);, erhalten wir

n

|AB||* = S anbu
j=1k=1l1=1
<> > (Z \ajz|2> (Z \bm|2>
J=1k=1 \I=1 =1

NE

k=11

|bm|2>
1

2 2
= [[AI7 1B
Durch Wurzelziehen folgt die Behauptung.

c) Sei N € N. Wie bei der geometrischen Reihe erhalten wir durch eine Teleskopsumme
die Identitat

N N
(I—A)Y AP =T AN =" AF(1 - A).
k=0 k=0

Da ||A|| < 1 vorausgesetzt ist, folgt aus Teil b), dass HA'“H < ||A||* fiir alle k € N

gilt. Somit konvergiert die geometrische Reihe 72, ||AHk Analog wie in R ist
damit die Reihe 352, A* absolut konvergent und man kann genauso wie in R
zeigen, dass der Grenzwert C' = limpy_, o Zszo AF existiert. Wir erhalten

||(I —A) i Ak — 1| = HAN+1H < JAIN* 5 0
k=0

fir N — oo. Damit folgt (I — A)C' = I und analog C'(I — A) = I. Daher ist [ — A
invertierbar und es gilt (I — A)~! = C.

d) Es gilt
B=B-A+A=AAYB-A)+1I)=A(I-A"'(A-B)).
Da nach Teil b) und der Voraussetzung
AT A= B[l < AT 1B — Al < AT [IIAT~ =1

gilt, folgt aus Teil ¢), dass B invertierbar ist und

Bl = i(A*l(A — B))kA™!
k=0

gilt.
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e) Nach Teil ¢) und der Voraussetzung ist I — A0 invertierbar. Es gilt

ko—1 ko—1
S AFIT-A)=(1T-A4) ) AF=T1- Ak
k=0
und somit
ko 1 ko—1 ko 1
I—Ako)~ ZAkIA IAZAk I—AR)~! = (I—-A)(I—AF0)~ ZAk—I

Also ist I — A invertierbar und die Inverse ist durch

ko 1 0o ko—1
(I_A)—l Ako Z Ak: ZAkko Z Ak
k=0 k=0

gegeben.

f) Angenommen, es gelte AB—BA = I. Sei k € N. Wir nehmen an, dass AB* —B¥A =
kB*~1 gilt. Daraus folgt

ABM! — B4 = (AB* — B*A)B + B¥(AB — BA) = kB* + B* = (k 4+ 1)B*
Aus dem Prinzip der vollstdndigen Induktion folgt, dass
ABM — BMA = (k+1)BF
fir alle £ € N gilt. Mit Teil b) erhalten wir
(k+DIIBY| = ||k + B[ = [[AB**! — B LA|| < 2| All|1B] || B

und somit (k4 1) < 2|| Al ||B]| fir alle k € N. Diese Abschéitzung ist absurd und

somit muss die Annahme AB — BA = I verworfen werden. O]
Aufgabe 3
Sei n € Nund n > 2. Fiir jedes = (21,...,2,)7 € K" definieren wir
n
ol = Y fol wnd ol = max ol

Zeigen Sie, dass die Abbildungen ||-||; : K" = R, ||-| : K® — R die Eigenschaften (N1),
(N2) und (N3) einer Norm erfiillen und dass es kein Skalarprodukt in K" gibt, welches
diese Normen induziert. Skizzieren Sie auflerdem die Mengen

{se®: |z, <1} wd {zeR?: o, <1}.

Lésungsvorschlag. Seien z,y € K™ und o € K. Es gelten

Jzll; =0 < > |zk| =0 < |ap| =0fir ke {1,...,n} < z=0,
k=1
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und

|z, =0 < Luax |zp] =0 <= |z =0fur ke {l,...,n} < z=0.
€

geoey

Auflerdem gelten
n n
lazlly =D lazy| = |al D |zl = o] ],
k=1 k=1

und
laz|, = max |azg|=|a] max |zg|=|af|z] -

ke{l,...,n} ke{l,..n}
Schliellich gelten auch

n n
e+ ylly = Y o+ gl < Yl + lyel = lllly + lylly

k=1 k=1
und
+y|l. = ma
2+l R |zk + Ykl
<
< nax (el + [yel)
< a + a
S gy loel e ol
= [zl + 1yll oo -
Damit erfiillen die Abbildungen ||-||; und |-||,, die Eigenschaften einer Norm. O
Il <1
Flo'< 1
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