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Aufgabe 1:

(a) (i) Bezeichne G(d) die Aussagenform ,der Deutsche d ist gro“ und B(d) die Aussagen-
form ,,der Deutsche d trinkt Bier“. Dann ldsst sich die Aussage der Aufgabenstellung
durch

Vd : G(d) A B(d)

formal ausdriicken. Entsprechend ist ihre Verneinung durch
- (Vd: G(d) AN B(d)) < 3d: = (G(d) N B(d)) < 3d : -G(d) V ~B(d)

gegeben. In Worten also: ,,Es gibt (mindestens) einen Deutschen, der nicht grof ist
oder kein Bier trinkt.

(ii) Bezeichne P(t,d) die Aussagenform ,der Deckel d passt auf den Topf t. Dann l&sst
sich die Aussage der Aufgabenstellung durch

Vit :3d: P(t,d)
formal ausdriicken. Entsprechend ist ihre Verneinung durch
~(Vt:3d: P(t,d)) < 3t:~(3d: P(t,d)) < 3t:Vd: -P(t,d)

gegen. In Worten also: ,Es gibt einen Topf auf den kein Deckel passt.“

(b) Es gilt
—AV(BNA) & (mAVB)A(-AVA)
&< (nAV B) A wahr
< (nAVB)
& (A= B).
|
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Aufgabe 2:

(a) (i) Bezeichne B(t) die Aussagenform ,,zum Zeitpunkt ¢ lduft Batman im Kino“, J die Aus-
sagenform ,,zum Zeitpunkt ¢ lauft James Bond im Kino“ und I(¢) die Aussagenform
»ich gehe zum Zeitpunkt ¢ ins Kino“. Dann ldsst sich die Aussage der Aufgabenstel-
lung durch
Vt: B(t)V J(t) = I(t)

formal ausdriicken. Entsprechend ist ihre Verneinung durch
(Yt (B(t)VJ(t) = 1(t)) < It : =(Bt)VJ(t)) = I(t)) < It : ~I(t)\N(B(t)VJ(t))

gegeben. In Worten also: ,,Manchmal gehe ich nicht ins Kino, obwohl Batman oder
James Bond gezeigt werden.

(ii) Zuerst werden die formalen Symbole v fiir Bundesligaverein, s fiir Spiel sowie die
Funktionen T'(v,s) fiir die Anzahl der Tore, die der Verein v im Spiel s geschossen
hat und A(v, s) fiir die Anzahl der ausgewechselten Spieler des Vereins v im Spiel s
eingefiihrt. Dann ldsst sich die Aussage der Aufgabenstellung durch

Jv:Vs:T(v,s) <3NA(v,s)>1
formal ausdriicken. Entsprechend ist ihre Verneinung durch

- (Fv:Vs:T(v,s) <3NA(v,s)>1) & Yo:=(Vs: T
& Yo:ds: (T
& Yu:ds: (T
< Yo:3s:T(v,s)
& Yu:ds:T(v,s)

gegeben. In Worten also: ,,Jeder Bundesligaverein hat in mindestens einem Spiel mehr
als drei Tore geschossen oder hat keinen Spieler ausgewechselt. “

(b) Wir setzen die Umformulierung der Implikation aus der Vorlesung in die zu zeigende Aus-
sage ein und erhalten

[((A=B)A(B=0C))= (A= 0C)] (A= B)A(B=C))V (A= C)]

[~((mAV B)A(-BVC))V (-AV ()]

[(mAV B)V-(-BVvC)Vv-AVC]

[(AAN=B)V (BA-C)V-AVC(]

[(FAV (AA=B))V(CV(BA-C))
[(FAVA)A(AV=B))V((CVB)A(CV-C0))
[(wahr A (A V —=B)) V ((C Vv B) A wahr)]
[FAV-BVCV B]
[FAV CV (-BV B)]
[-AV CV wahr]

wahr

N



Aufgabe 3:

Wir fithren einen Zirkelschluss:

e (i) = (ui): Laut Vorlesung ist immer M; N My C M. Also ist nur My C My N My zu
zeigen. Sei dazu x € M, beliebig. Nach (i) ist auch x € My. Also ist x € My N Mo.

e (i1) = (d17): Laut Vorlesung ist immer My C M; U Ms. Also ist nur My U My C My zu
zeigen. Sei dazu x € M; U Mj beliebig. Also ist bereits x € My oder € M;. Nach (i7)
ist My = My N My, also ist auch im zweiten Fall x € M>.

e (i1i) = (i): Laut Vorlesung ist immer M; C My U Ms. Nach (iii) ist My U My = Ms und
somit in der Tat M; C Ms.

Aufgabe 4:

Sei x € My N Ms. Insbesondere x € M;. Wegen M; C M; U Mg C M folgt x € Ms. Also
r € My N My C M, dh. x ¢ Ms. Insbesondere x ¢ M; N M. Dies ist ein Widerspruch. Also
kann die Menge M1 N M3 keine Elemente enthalten — sie ist die leere Menge.

O

Aufgabe 5:
(i) Fir jedes z € X gilt

xr € f_l(Ml N MQ) = f(l‘) e My N My

& f(x) € My A f(x) € Mo
& zef'(M)Aze fTH (M)
-~
= f-

ze fTHM) N (M)

und somit in der Tat f~1(M; N M>) LMy N f~H(M).

(ii) Fiir jedes y € Y gilt

ye f(MsNMy) & JreMsnNnMy: f(x)=y

= dx1 € M3: f(x1)=yAJxe € My: f(x2) =y
& Y€ f(Ms) Ay € f(My)
-~

y € f(Ms) N f(Ma)
und somit in der Tat f(Ms N My) C f(Ms) N f(My).
Fiir das geforderte Gegenbeispiel betrachte man X := Y = R, z 'i> 22, M3 = Rt =

{z € Rlx > 0} und My := R~ = {z € R|z < 0}. Es gilt MsNMy = (), also f(M3NM,) =
Aber f(Ms) = f(My) = R* und folglich f(M3) N f(My) = R 0.



(iii)

Fiir jedes y € Y gilt

ye€ f(MsUMy) < JreMsUMy: f(x)=y

& dry € Ms: f(r1) =yVIxe € My: f(xa) =y
& y€ f(M3)Vye f(My)
54

y € f(Ms)U f(My)

und somit in der Tat f(Ms U My) = f(Ms) U f(My).

Aufgabe 6:

(i)

/ g

o — 00— 0

I n <1

e— 0 —— e f g f g
332 y2/z2 e — 00— 0 e — 00— 0
r1 y1/2’1 T y1/21
(]
y3 e — 0 e — O [ ]
Z2 Y2 x2 Y2 22

(a) f nicht surjektiv
g nicht injektiv (b) f injektiv (c) f surjektiv

Abbildung 1: Gegenbeispiele

Die Aussage ist wahr, denn: Seien z,y € X beliebig. Zu zeigen ist (go f)(z) = (go f)(y) =
x =y. Es gilt in der Tat

(gof)w) =(ge fily) &  g(f(x))=9(fy))

g injektiv
=

f injektiv
=

Die Aussage ist falsch. Siehe Abbildung g ist nicht injektiv, denn g(y2) = g(y3) = 2.

Die Aussage ist wahr, denn: Sei z € Z beliebig. Zu zeigen ist 3z € X : (g o f)(x) = z. Da
g surjektiv ist, existiert ein y € Y mit g(y) = z. Da f surjektiv ist, existiert ein x € X
mit f(x) = y. Fiir dieses z gilt in der Tat (go f)(x) = g(f(x)) = g(y) = =.

Die Aussage ist falsch. Siehe Abbildung f ist nicht surjektiv, denn y3 ¢ f(X).

Die Aussage ist wahr, denn: Sei z € Z beliebig. Zu zeigen ist Jy € Y : g(y) = z. Da (go f)
surjektiv ist, existiert ein x € X mit (go f)(x) = g(f(z)) = z. Mit der Wahl y = f(z) € Y
gilt tatsdchlich g(y) = z.

Die Aussage ist wahr, denn: Nach (i) ist (g o f) injektiv. Nach (iii) ist (g o f) surjektiv.
Also ist (g o f) bijektiv.



(vii) Die Aussage ist wahr, denn: Sei y € Y beliebig. Zu zeigen ist 3z € X : f(x) = y. Betrachte
dazu ¢g(y) € Z. Da (go f) surjektiv ist, existiert ein z € X mit (go f)(z) = g(f(z)) = g(y).
Da g injektiv ist, muss aber f(z) =y gelten.
(viii) Die Aussage ist falsch: Siehe Abbildung f ist injektiv.
(ix) Die Aussage ist falsch: Siche Abbildung f ist surjektiv.

g
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