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Aufgabe 31:

Sei an =
(1+ 1

2
(−1)n)n
n2 für alle n ∈ N.

(a) Betrachte die Folge (bn) :=
(
an+1

an

)
. Für ihre Teilfolgen (b2n) bzw. (b2n+1) gilt

b2n =
(2n)2

(2n + 1)2
·

(1− 1
2)2n+1

(1 + 1
2)2n

=
1

2
·

(
1

1 + 1
2n

)2

·
(

1

3

)2n

und

b2n+1 =
(2n + 1)2

(2n + 2)2
·

(1 + 1
2)2n+2

(1− 1
2)2n+1

=
1

2
·

(
1

1 + 1
2n+1

)2

· 32n+2

für alle n ∈ N. Wegen limn→∞ b2n = 0 und limn→∞ b2n+1 =∞ gilt lim infn→∞
an+1

an
= 0 < 1

und lim supn→∞
an+1

an
= ∞ > 1. Eine Entscheidung mit dem Quotientenkriterium ist also

nicht möglich.

(b) Betrachte die Folge (cn) :=
(

n
√
|an|

)
. Für ihre Teilfolge (c2n) gilt

lim
n→∞

b2n = lim
n→∞

1 + 1
2(

2n
√

2n
)2 =

3

2
.

Also ist lim supn→∞
n
√
|an| ≥ 3

2 > 1. Mit dem Quotientenkriterium folgt die Divergenz von∑
n∈N an.

�

Aufgabe 32:

(a) Es ist

2n
√
|a2n| =

2n∑
k=0

(
1

2

)k

→ 2 und 2n+1
√
|a2n+1| =

2n+1∑
k=0

(
−1

6

)k

→ 6

7
,

für n→∞. Folglich sind
{
6
7 , 2
}

genau die Häufungswerte der Folge
(

n
√
|an|

)
und

lim sup
n→∞

n
√
|an| = max

{
6

7
, 2

}
= 2.

Nach der Formel von Cauchy-Hadamard (siehe Abschnitt 7.14 des Skriptes), ist

R =
1

lim supn→∞
n
√
|an|

=
1

2
.
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(b) Wir unterscheiden wieder zwei Teilfolgen und überprüfen,

0 ≤
∣∣∣∣a2t+1

a2t

∣∣∣∣ =

(∑2t+1
k=0

(
−1

6

)k∑2t
k=0

(
1
2

)k
)2t 2t+1∑

k=0

(
−1

6

)k

=

(
6
7

(
1− (16)2t+2

)
2
(
1− (12)2t+1

))2t 2t+1∑
k=0

(
−1

6

)k

≤
(

6

7

)2t 2t+1∑
k=0

(
−1

6

)k

→ 0

Die Summe auf der rechten Seite konvergiert für t → ∞ nach der geometrischen Reihen-
formel wie bereits in (a) und da 6

7 < 1 konvergiert das Produkt nach 0 nach den üblichen
Grenzwertsätzen.
Analog betrachten wir∣∣∣∣a2t+2

a2t+1

∣∣∣∣ =

( ∑2t+2
k=0

(
1
2

)k∑2t+1
k=0

(
−1

6

)k
)2t+1 2t+2∑

k=0

(
1

2

)k

=

(
2
(
1− (12)2t+2

)
6
7

(
1− (16)2t+1

))2t 2t+2∑
k=0

(
1

2

)k

≥
(

7

6

)2t

→∞

Folglich sind {0,∞} genau die Häufungswerte der Folge
(∣∣∣an+1

an

∣∣∣) und

lim inf
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = min {0,∞} = 0, lim sup
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = max {0,∞} =∞.

Sei 0 6= z ∈ C. Nach dem Quotientenkriterium ist
∑∞

n=0 anz
n (absolut) konvergent, falls

lim sup
n→∞

∣∣∣∣an+1z
n+1

anzn

∣∣∣∣ = |z| lim sup
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ < 1⇔ |z| < 1

lim supn→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ .
Nach der Folgerung (a) aus Abschnitt 7.14 des Skriptes ist also 1

lim supn→∞

∣∣∣an+1
an

∣∣∣ ≤ R.

Ebenfalls nach dem Quotientenkriterium ist
∑∞

n=0 anz
n divergent, falls

lim inf
n→∞

∣∣∣∣an+1z
n+1

anzn

∣∣∣∣ = |z| lim inf
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ > 1⇔ |z| > 1

lim infn→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ .
Nach der Folgerung (b) aus Abschnitt 7.14 des Skriptes ist also 1

lim infn→∞
∣∣∣an+1

an

∣∣∣ ≥ R.

Mit den errechneten Werten ergibt sich aber nur die triviale Abschätzung

0 =
1

lim supn→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ ≤ R ≤ 1

lim infn→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ =∞.

�

Aufgabe 33:
Sei an := 1√

n
für alle n ∈ N. Offenbar ist (an) eine streng monoton fallende Nullfolge. Damit

ist die alternierende Reihe
∑∞

n=1(−1)n+1an konvergent nach dem Leibnizkriterium.
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Sei ferner

bn :=


1√

4k+1
für n = 3k + 1,

1√
4k+3

für n = 3k + 2,

− 1√
2(k+1)

für n = 3k

für alle n ∈ N. Offenbar ist (bn) eine Umordnung von (an) und es gilt

1 +
1√
3
− 1√

2
+

1√
5

+
1√
7
− 1√

4
+

1√
9

+
1√
11
− 1√

6
+ . . . =

∞∑
n=1

bn.

Sei (SN ) ihre Partialsummenfolge. Für die Teilfolge (S3n) gilt

S3n =
3n∑

m=1

bm =
n−1∑
k=0

b3k+1 +
n−1∑
k=0

b3k+2 +
n∑

k=1

b3k =
n∑

k=1

1√
4k − 3

+
1√

4k − 1
− 1√

2k
.

Es gilt

ck :=
1√

4k − 3
+

1√
4k − 1

− 1√
2k
≥ 1√

4k
+

1√
4k
− 1√

2k
=

(
1− 1√

2

)
· 1√

k
≥
(

1− 1√
2

)
1√
k
.

Also ist die Reihe
∑∞

k=1 ck divergent nach dem Minorantenkriterium. Folglich ist auch die Folge
(SN ) — also die Reihe

∑∞
n=1 bn — divergent. �

Aufgabe 34:

(a) Sei an := 1√
n+1

für alle n ∈ N. Offenbar ist (an) eine streng monoton fallende Nullfolge.

Damit ist die alternierende Reihe
∑∞

n=0(−1)nan konvergent nach dem Leibnizkriterium.

Da
∣∣∣ (−1)n√

n+1

∣∣∣ ≥ 1
n+1 für jedes n ∈ N, ist

∑∞
n=0 an nicht absolut konvergent nach dem Mino-

rantenkriterium.

(b) Das Cauchyprodukt der Reihe
∑∞

n=0 an mit sich selbst ist

∞∑
n=0

n∑
k=0

an−kak =
∞∑
n=0

n∑
k=0

an−kak =
∞∑
n=0

n∑
k=0

(−1)n−k√
n− k + 1

· (−1)k√
k + 1

=
∞∑
n=0

(
(−1)n

n∑
k=0

1√
n− k + 1

√
k + 1

)
︸ ︷︷ ︸

=:bn

.

Laut Hinweis ist √
n− k + 1

√
k + 1 ≤ n− k + 1 + k + 1

2
=

n + 2

2

und folglich

|bn| =
n∑

k=0

1√
n− k + 1

√
k + 1

≥ (n + 1)
2

n + 2
≥ 2(n + 1)

2n + 2
= 1.

Also ist (bn) keine Nullfolge und somit ist
∑∞

n=0 bn divergent.
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Aufgabe 35:

(i) Sei (an) =
(∑n

k=1
1
k

)
. Es gilt

1 ≤ n
√
|an| ≤ n

√√√√ n∑
k=1

1 = n
√
n

n→∞−−−→ 1.

Also ist lim supn→∞
n
√
|an| = limn→∞

n
√
|an| = 1. Nach der Formel von Cauchy-Hadamard

(siehe Abschnitt 7.14 des Skriptes) ist der Konvergenzradius R = 1
1 = 1. Nach dem Satz

im Abschnitt 7.14 des Skriptes ist
∑∞

n=1 anz
n absolut konvergent für |z| < 1 und divergent

für |z| > 1.

Für |z| = 1 ist

|anzn| =
n∑

k=1

1

k

n→∞−−−→∞

keine Nullfolge. Also divergiert die Reihe
∑∞

n=1 anz
n.

(ii) Die Reihe hat die Form
∑∞

n=2 anz
n mit

an =


e4k für n = 4k,

0 für n = 4k + 1,

1 für n = 4k + 2,

0 für n = 4k + 3

für alle n ∈ N. Es ist 4k
√
|a4k| = e, 4k+1

√
|a4k+1| = 0, 4k+2

√
|a4k+2| = 1 und 4k+3

√
|a4k+3| = 0

für alle k ∈ N0 und folglich lim supn→∞
n
√
|an| = e.

Nach der Formel von Cauchy-Hadamard ist (siehe Abschnitt 7.14 des Skriptes) ist R = 1
e

der Konvergenzradius von
∑∞

n=2 anz
n. Nach dem Satz im Abschnitt 7.14 des Skriptes ist∑∞

n=1 anz
n absolut konvergent für |z| < 1

e und divergent für |z| > 1
e .

Für |z| = e−1 gilt für alle k ∈ N0∣∣∣a4kz4k∣∣∣ = e4k |z|4k = e4ne−4n = 1.

Also ist (anz
n)n∈N keine Nullfolge und die Reihe

∑∞
n=2 anz

n divergent.

(iii) Die Reihe hat die Form
∑∞

n=0 anz
n mit

an =

{
0 für n = 2k,

1
(2k+1)! für n = 2k + 1

für alle n ∈ N0. Also ist

0 ≤ |anzn| ≤
|z|n

n!

für alle n ∈ N0. Da die Reihe
∑

n≥0 anz
n absolut konvergent ist für alle z ∈ C (Exponen-

tialreihe — siehe Abschnitt 7.8 des Skriptes), ist
∑∞

n=0 anz
n absolut konvergent für alle

z ∈ C nach dem Majorantenkriterium.
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(iv) Nach Aufgabe 21 (vi) ist
lim sup
n→∞

n
√
n! =∞.

Nach der Formel von Cauchy-Hadamard ist (siehe Abschnitt 7.14 des Skriptes) ist R =
1
∞ = 0 der Konvergenzradius von

∑∞
n=0 n!zn. Nach dem Satz im Abschnitt 7.14 des

Skriptes, ist
∑∞

n=0 n!zn genau für z = 0 konvergent (in diesem Fall ist sie natürlich absolut
konvergent).

(v) Sei (an) =
(

1
n+
√
n

)
. Es gilt

∣∣∣∣ an
an+1

∣∣∣∣ =
n + 1 +

√
n + 1

n +
√
n

=
1 + 1√

n+1

1− 1
n+1 +

1√
n

1+ 1
n

n→∞−−−→ 1.

Nach dem Satz aus Abschnitt 7.15 der Vorlesung ist R = 1 der Konvergenzradius der
Potenzreihe

∑∞
n=1 anx

n. Nach dem Satz im Abschnitt 7.14 des Skriptes, ist
∑∞

n=1 anx
n

also für |x| < 1 (absolut) konvergent und für |x| > 1 divergent.

Es gilt an ≥ 1
n+n = 1

2n für alle n ∈ N. Folglich ist
∑∞

n=1 anx
n divergent für x = 1 nach

dem Minorantenkriterium.

Da (an) eine streng monoton fallende Nullfolge ist, ist
∑∞

n=1 anx
n konvergent für x = −1

nach dem Leibnizkriterium.

�

Aufgabe 36:

(i) Definiere w := z2

4 und an =
(∑n

k=1
1√
k

)
. Es gilt

∞∑
n=1

1

4n

(
n∑

k=1

1√
k

)
z2n =

∞∑
n=1

anw
n.

Ferner ist

1 ≤ n
√
|an| ≤ n

√√√√ n∑
k=1

1 = n
√
n

n→∞−−−→ 1.

Also ist lim supn→∞
n
√
|an| = limn→∞

n
√
|an| = 1. Nach der Formel von Cauchy-Hadamard

(siehe Abschnitt 7.14 des Skriptes) ist der Konvergenzradius R = 1
1 = 1. Nach dem Satz

im Abschnitt 7.14 des Skriptes ist
∑∞

n=1 anw
n absolut konvergent für |w| < 1 bzw. |z| < 2

und divergent für |w| > 1 bzw. |z| > 2.

Für |w| = 1 ist

|anwn| =
n∑

k=1

1√
k
≥

n∑
k=1

1

k

n→∞−−−→∞

keine Nullfolge. Also divergiert die Reihe
∑∞

n=1 anz
n für |z| = 2.
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(ii) Die Reihe hat die Form
∑∞

n=0 anz
n mit

an =

{
2m für n = m2,

0 sonst

für alle n ∈ N0. Folglich ist

lim sup
n→∞

n
√
|an| = lim sup

m→∞
m2√|am2 | = lim sup

m→∞

m2√
2m = lim

m→∞
m
√

2 = 1.

Nach der Formel von Cauchy-Hadamard (siehe Abschnitt 7.14 des Skriptes) ist der Kon-
vergenzradius R = 1

1 = 1. Nach dem Satz im Abschnitt 7.14 des Skriptes ist
∑∞

n=1 anz
n

absolut konvergent für |z| < 1 und divergent für |z| > 1.

Für |z| = 1 ist (|anzn|)n∈N = (2n)n∈N keine Nullfolge. Deshalb ist
∑

n≥0 anz
n divergent.

(iii) Die Reihe hat die Form
∑∞

n=1 an(z− z0)
n mit z0 = 2i und an = 1

nn für alle n ∈ N. Es gilt

lim sup
n→∞

n
√
|an| = lim

n→∞
n

√
1

nn
= lim

n→∞

1

n
= 0.

Nach der Formel von Cauchy-Hadamard (siehe Abschnitt 7.14 des Skriptes) ist der Kon-
vergenzradius R = 1

0 =∞. Nach dem Satz im Abschnitt 7.14 des Skriptes ist
∑∞

n=1 an(z−
z0)

n (absolut) konvergent für alle z ∈ C.

(iv) Sei (an)n≥2 =
(

2n+1
(n−1)2

)
n≥2

. Es gilt

∣∣∣∣ an
an+1

∣∣∣∣ =
2n + 1

(n− 1)2
· (n + 1− 1)2

2(n + 1) + 1
=

1(
1− 1

n

)2 · 1 + 1
2n

1 + 3
2n

n→∞−−−→ 1.

Nach dem Satz aus Abschnitt 7.15 der Vorlesung ist R = 1 der Konvergenzradius der
Potenzreihe

∑∞
n=1 anx

n. Nach dem Satz im Abschnitt 7.14 des Skriptes, ist die Potenzreihe
also für |x| < 1 (absolut) konvergent und für |x| > 1 divergent.

Es gilt

an =
2n + 1

(n− 1)2
≥ 2n

n2
=

2

n

für alle n ≥ 2. Folglich ist
∑∞

n=1 anx
n divergent für x = 1 nach dem Minorantenkriterium.

Für alle n ≥ 2 gilt

an =
2n + 1

(n− 1)2
=

2(n− 1) + 3

(n− 1)2
=

2

n− 1
+

3

(n− 1)2
≥ 2

n
+

3

n2
=

2(n + 1) + 1

n2
= an+1.

Ferner ist

lim
n→∞

an = lim
n→∞

2n + 1

(n− 1)2
= lim

n→∞

2
n + 1

n2(
1− 1

n

)2 = 0.

Also ist
∑∞

n=2 anx
n konvergent für x = −1 nach dem Leibnizkriterium.
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(v) Sei (an) =
(

n
n√
n!

)
. Es gilt 1 ≤ n! ≤ nn für jedes n ∈ N. Folglich ist

1 = n

√
n

n
= n

√
n

n
√
nn
≤ n

√
n

n
√
n!︸ ︷︷ ︸

= n
√
|an|

≤
n
√
n

1

n→∞−−−→ 1.

Also ist lim supn→∞
n
√
|an| = limn→∞

n
√
|an| = 1. Nach der Formel von Cauchy-Hadamard

(siehe Abschnitt 7.14 des Skriptes) ist der Konvergenzradius R = 1
1 = 1. Nach dem Satz

im Abschnitt 7.14 des Skriptes ist
∑∞

n=1 anz
n absolut konvergent für |z| < 1 und divergent

für |z| > 1.

Für |z| = 1 ist

|anzn| =
n

n
√
n!
≥ n

n
√
nn

= 1

keine Nullfolge. Also divergiert die Reihe
∑∞

n=1 anz
n für |z| = 1.

Quelle des Übungsblattes: Link auf Ilias Seite
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