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Aufgabe 61:

(i) Die Menge der Nullstellen von f ist N(f) = {1}. Also ist % auf D = R\ N(f) erklart.
Gesucht ist eine Potenzreihe ) ° ; a,z" mit positivem Konvergenzradius r > 0 und

1 — .
2_725 an® VeeD: x| <r.
e —2x+1 =

Multiplizieren mit dem Nenner der linken Seite liefert die dquivalente Aussage

o o o.)
1 = <Z ana:"+2> -2 (Z anx"H) + <Z an:c”>
n=0 n=0 n=0
IndegS ift (Z aann> _9 (Z anlxn> + <Z anxn>
n=2 n=1 n=0
(o] (o] o0
= <Z an_gx"> -2 (aox + Z an_lx”> + (ao +aix + Z anx">
n=2

n=2 n=2

[e.e]
= ap + (a1 — 2ap)x + Z(an_g —2ap-1 + ap)x" VeeD:|x|<r.
n=2
Beide Seiten dieser Gleichung sind eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius. Nach
Satz 11.15 des Skriptes (Koeffizientenvergleich) gilt
ap=1, a1 —2a90=0, Vn>2:a,_9—2ap_1+a,=0

Die ersten fiinf Koeflizienten sind

ag =1, as =2a1 —ag=4—1=3, a4 =2a3 —as =8—3 =05.

a1 = 2ag = 2, az = 2as —ayp =6 — 2 =4,

Das legt die Vermutung a,, = n + 1 fiir alle n € Ny nahe. Wir beweisen dies durch
vollstdndige Induktion iiber n.

IA (n =0): Klar.

IS (n ~» n+1): Sei n € Ny beliebig. Es gelte die (IV) ax = k + 1 fiir alle k € {0,...,n}.
Dann gilt fiir n 4+ 1 das Folgende. Ist n =0, so ist apy1 =a1 =2=(n+1)+1. Ist n > 1,
so gilt

)

v
Ap+1 = 2ap — Gp—1 . 2n+1)—(n—1+1)=n+2=(n+1)+ 1
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Dies schliefit den Beweis der Vermutung ab.

Wir miissen noch sicherstellen, dass die gefundene Potenzreihe einen positiven Konver-
genzradius hat. Nach der Formel von Cauchy-Hadamard gilt
limsup,,_,o V|an| limy e ¥Vn+1

Fiir alle |z| < 1 gilt also

1>0.

r

o0

! Z(n—i— 1)a".

2 _9r11
T 20+ 1 o

(ii) Die Funktion g ist beliebig oft differenzierbar. Wir berechnen die ersten fiinf Ableitungen.
Fiir alle x € (—1,00) gilt

o) =) 00 =g 90 =
1 2 24
o= =gy PO

Das Taylor-Polynom Ty(g;0) ist laut Abschnitt 11.12 des Skriptes Vorlesung durch

= g®™(0 1, 2, 6 1, 1, 1
T4(g;0)(z) = Z J k"( )SL‘k =In(1)+ 1z — 2?4+ 22 — —a =0 — —2? + 223 — —o*
k=0 '

2 6 24 2 3 4
fiir alle z € R gegeben.

Sei x > 0. Nach dem Satz von Taylor aus dem Abschnitt 11.12 des Skriptes gibt es ein

¢ € (0,x) mit
(5) 5
97 (&) 5 _ = 1
— Tu(g; - == :
Wegen 0 < ﬁ < 1 folgt
0 < gla) ~ Talg:0)(x) < 2™

O
Aufgabe 62:

(i) Die Menge der Nullstellen von f ist N(f) = {—3,1}. Also ist % auf D = R\ N(f) erklirt.
Gesucht ist eine Potenzreihe ) ° ; a,z" mit positivem Konvergenzradius r > 0 und

1 Z"o "
T4 +2x—3 =



Multiplizieren mit dem Nenner der linken Seite liefert die dquivalente Aussage

1 = <i an(z + 1)”) (xQ + 2 — 3) = (i an(x + 1)”) ((:L‘ +1)%2 - 4)
n=0 n=0
= <§: an(x + 1)”+2> —4 (i an(x + 1)")
n=0

n=0

o oo
Inde);Shlft <Z an_g(x + 1)n> —4 (CLO + aq (.%' + 1) + Z an(a: + 1)n>
n=2

n=2

oo
= —4a0—4a1(:v+1)+2(an_2—4an)(x+1)" VeeD:|lz+1<r.

n=2

Beide Seiten dieser Gleichung sind eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius. Nach
Satz 11.15 des Skriptes (Koeffizientenvergleich) gilt

—4a9g =1, —4a1 =0, Vn>2:a,_9— 4a, =0.

Damit ergibt sich induktiv

1 1 1\" 1\" 1 1\
ap = VE a2n2132(n—1):"': 1 ap = — 1 Z:_ 1 )

1 1\"
a = 07 Aop41 = Z(]]2(7171)+1 — ... = Z a] = 0.

Wir miissen noch sicherstellen, dass die gefundene Potenzreihe einen positiven Konver-
genzradius hat. Nach der Formel von Cauchy-Hadamard gilt

B 1 B 1 B 1
isspne YRanl i /(0 i /1

Fiir alle |z + 1| < 2 gilt also

T =2>0.

1 - 1 2n
x2+2x—3:_24”+1(x+1) :
n=0

(ii) Die Funktion g ist beliebig oft differenzierbar. Wir berechnen die ersten drei Ableitungen.
Fir alle z € (—1,00) gilt

1 2
g(z)=e T2 g7 (x)=e"+ T
1 6
1) — _p T _ (3) — o T _
g (1’) € (1+x)27 g (.%') € (1+$)4



Das Taylor-Polynom 15 (g; %) ist laut Abschnitt 11.12 des Skriptes Vorlesung durch

9™ (3) 1)*
o - £ (.

fiir alle x € R gegeben.

Sei x € [0, 1]. Nach dem Satz von Taylor aus dem Abschnitt 11.12 des Skriptes gibt es ein
¢ zwischen z und % mit

- (o)or- 230 (1) -t -3

Aus 0 < € folgt

‘9(3)(5)‘ = ‘—6_5 - (1_i_6£)4

Somit gilt mit C' := % wie gefordert

6 Monotonie 6
< —

:e_§+(1+5)4 = (1+0)*

o)~ (555 ) @ < €

fiir alle z € [0, 1].

O

Aufgabe 63:

(i) Es gilt fiir jedesn € N

e =03 (5] = 3 6 1] = o),
k=1

k=1 k=1

wobei f: R = R, x +— 2P,

1 2 n

2%:: {ﬂm ::0,$13:‘*,$23: NEEERREL)) ::::1}7 50” ::(gh‘-';fn)::(xlw-';$n)'
n n n

Die Feinheit der dquidistanten Zerlegung Z, des Intervalls [0,1] ist || Z,[ = % 0.

Da f € R([a,b]) nach Satz 12.5 des Skriptes, gilt o¢(Z,,£™) oo, fol f(z)dz nach Satz
12.7 des Skriptes. Eine Stammfunktion von f ist durch F': R — R, « — 2ot gegeben.

p+1
Nach dem Hauptsatz (1) aus Abschnitt 12.10 des Skriptes gilt
1 ! 1
dr = |F = —.



(ii) Es gilt fiir jedes n € N

2n—1 1 1 2n—1 n Ind 1 1 n
naex-
1_1 - Y k| = 0 ¢(Zy, €™
Zk n sh1ftnzk+n—1 nz Z (&) 1kl = 05(Z0, £7),
k=n k= k= n k=
wobei f:(—1,00) > R, z +— 1+x,
1 -1
Zn = {$0 = O)'T;l = .-y Tp-1 = Lw/p’n = E = 1}7 é(n) = (x())"'uxn—l)'
n n n
Die Feinheit der #quidistanten Zerlegung Z,, des Intervalls [0, 1] ist ||Z H =1 22200,
Da f € R([a,b]) nach Satz 12.5 des Skriptes, gilt o (Z,, ™) =% fo x)dz nach Satz
12.7 des Skriptes. Eine Stammfunktion von f ist durch F' : (—1,00) = R, z — In(1 + z)
gegeben. Nach dem Hauptsatz (1) aus Abschnitt 12.10 des Skriptes gilt
! 1
| f@s =P =)
0
O
Aufgabe 64:
(i) Es gilt fiir jedesn € N
2o (57) = X 0 Il = 0y (Zu. )
k=1 k=1
wobei f: R = R, x + cos (gx),
1 2 n
Zy, = {xO:O,xl = D=, Ty = :1}, €M = (&1, &) = (T1,...,20) .
n n n
Die Feinheit der #quidistanten Zerlegung Z,, des Intervalls [0, 1] ist HZ =1 2%, 0. Da

f € R([a,b]) nach Satz 12.5 des Skriptes, gilt o(Z,, ™) 22> nee fo x)dz nach Satz 12.7

des Skriptes. Eine Stammfunktion von f ist durch F: R — R, z — 2 sm( ) gegeben.
Nach dem Hauptsatz (1) aus Abschnitt 12.10 des Skriptes gilt

1
| s =@, = 2.

(ii) Es gilt fiir jedes n € N

li[ (k+n)n = k]i[l<k+“>i :ﬁ(ui)i = exp <1n (li[l <1+§)i>>

S\H



wobei f:(—1,00) = R, z +— In(1 + x),

1 -1
Zn == {xo = val = 77"'7:1771—1 == L>xn = ﬁ = 1}7 é‘(n) - (x17"‘7xn)’
n n n
Die Feinheit der #quidistanten Zerlegung Z, des Intervalls [0,1] ist || Z,[ = % 2700,
Da f € R([a,b]) nach Satz 12.5 des Skriptes, gilt o7(Z,, ™) "% [ f(x)dz nach Satz

n—o0

12.7 des Skriptes. Da die Exponentialfunktion stetig ist, gilt exp ((Uf(Zn,f("))) -
exp ( fol f (:c)d:c) Eine Stammfunktion von f ist durch

F:(-1,00) = R, z— (x+1)In(z+1)—x

gegeben (vgl. Beispiel (2) im Abschnitt 12.12 des Skriptes). Nach dem Hauptsatz (1) aus
Abschnitt 12.10 des Skriptes gilt

exp </01 f(az)dx) = exp ([F(a:)];lt:0> =exp(2In(2)—1) = ( = —.

Aufgabe 65:
Wir halten zunéchst fest, dass jeder Integrand auf dem jeweiligen Integrationsintervall stetig
ist und deshalb auch integrierbar nach Satz aus Abschnitt 12.5 des Skriptes.

(i) Es gilt

2 1 2 1 2
/ t—1ldt = / |t—1\dt+/ ]t—l]dt—/ (1—t)dt+/(t—1)dt
_9 2 1 2 1

(ii) Es gilt nach der Substitutionsregel aus dem Abschnitt 12.13 des Skriptes

/41 d /41 2y /9(4)f( )d /2 2 4
t = t = xr)dr = x
1 \/g(l—i-\/i) 1 2\/{5 1+ \/i g(1) 1 14z
~— ~—~

=9'(t) =9(t)

—_——
=f(g(t))
— 2[ln(l +2)°_, = 2(In(3) - In(2)) = 21n (;) .

(iii) Es gilt nach der Regel der partiellen Integration aus Abschnitt 12.12 des Skriptes

s jus
2

21 1 1 1 (2
/2 —t2 sin(2t) dt B [ cos(2t) - tQ] + /2 t cos(2t)dt
, 2 2 2 |, 2/
T =f(t)
=g(t)
2 2

1 2
— 4+ = t 2t)dt.
16 + 2/0 cos(2t)



Das verbliebene Integral wird wieder partiell integriert zu

uy Jus

/2 t_cos(2t)dt = |¢ 1S'H(Qt) C - 1/2 sin(2t)dt = ! [cos(20)] 2y = -
0 \,(-/)R,_/ - 2! — 2o ! =1 =0 = "3
=o(t) =)

Insgesamt also

21 9 7 1
—t*sin(2t)dt = — — —.
/0 ot sin@)dt =75 — 7

(iv) Es gilt nach der Substitutionsregel aus dem Abschnitt 12.13 des Skriptes

4 2
/ arctan (\/ Vit — 1> dt ;::‘92 / 2s arctan (\/s — 1) ds
1 t=2 1

ds

1
— 2
s=r 4/ (2% + 1)z arctan(z)dz.
3—2:250 0

Weiter gilt nach der Regel der partiellen Integration aus Abschnitt 12.12 des Skriptes
1 1 .4 2
2
/ 4(1‘2 + 1)z arctan(z)dx = [(:U4 + 2162) arctan(iﬁ)]izo B / udx
0 0

1422
_/1(1+m2)2—1dx
0 1+l‘2

3
—T7T
4
3 L | 1

= = — dx— [ 1+2%d

3 _ 1,15 4
= 47 + [arctan(a:)]i;(l) - [m + 3x3] - =73

Aufgabe 66:
Wir halten zunéchst fest, dass jeder Integrand auf dem jeweiligen Integrationsintervall stetig
ist und deshalb auch integrierbar nach Satz aus Abschnitt 12.5 des Skriptes.

(i) Die Nullstellenmenge des Sinuses ist 7Z (siehe Abschnitt 10.2 des Skriptes). Also hat der

Sinus fur jedes k € Z auf [(k — 1), k] keinen Vorzeichenwechsel (Zwischenwertsatz aus
Abschnitt 9.9 des Skriptes). Folglich gilt

km km
/ sin(t)[dt = / sin(t)dt
( (k—1)m

k—1)m
= |=DF = (C)ED| = [)F + DY =2

= |~ feos(i =1y




(ii) Es gilt nach der Substitutionsregel aus dem Abschnitt 12.13 des Skriptes

o A o R /gg(e)ﬂ:c)dm

_ [t dz = [In(1 ! =In(2
_ /OHN‘[“( + )]ty = In(2).

(iii) Es gilt nach der Regel der partiellen Integration aus Abschnitt 12.12 des Skriptes

2 2 VR 1
arcsin(t)dt arcsin(t) dt = [t arcsin(t)],2, — / t- dt
| avesingo) / e e
- )
\/i z B /\f t
2 4 o V1-— t
Weiter gilt nach der Substitutionsregel aus Abschnitt 12.13 des Skriptes
[F = [Tt P - [
— = r)dr = T
0 1—t2 0o =g(t) g(0) 0o 2vV1l—=x
=g'(t) A
2\ 1— ¢
|

Insgesamt also

o
ol%

/ arcsin(t)dt =
0

(iv) Nach Aufgabe 40 (i) gilt

fiir alle t € [3,27] C R\ 7(2Z + 1). Folglich ist
1 1+ tan? (%)
sin(t)  2tan (%)
Es gilt nach der Substitutionsregel aus dem Abschnitt 12.13 des Skriptes (fiir Werte des
Tangens siehe Aufgabe 50)

T 21w
wels2]

/QBTF 1 ; 3 1+ tan? %) LHtantly) 4 t=2arctan(s) /\/5 14 s2 2 d
= : s
sin(¢) = 2tan(§) -2, )y 2s 1482
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