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Aufgabe 68:

(i) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine Differentialgleichung mit getrennten
Verénderlichen. Lose formal

dy 2
dz Yy
1
~dy— = -—dz
Y2
y(=) 1 x
W/ “dy = —/ de
y(0) 7 0
1?/(95)
-l - -
1
S —— = -1
y(x)
Syla) = —
e = r—1

Die obige Formel gilt auf dem groBten Intervall I mit 0 € I, —(y(z))? #0und x —1 < 0
fir alle x € I — also I = (—o00,1). Wegen lim,_,; y(z) = —oo, ist y nicht weiter nach
rechts fortsetzbar und I ist das maximale Existenzintervall.

(ii) Die Differentialgleichung ist eine lineare Differentialgleichung. Thre Losung ist durch die
Variation-der-Konstanten-Formel

y(a) = elo 1€ y(0) + elo 1d§/ e~ o198 (1 4 p)dy
0

fiir alle z € R gegeben. Berechne

/ 1d¢ = x,
0

—n Part. Int. ~ r _p T * —n
e (I+n)dy V= E (1+77)]770+/0 e~ dn
=F1) =g(n)

T

0
= 1-(1+x)e ™ — [e_"]izo =2—(2+x)e”

fiir alle z € R. Folglich ist y(z) = 2¢* — 2 — z fur alle z € R.
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Aufgabe 69:

(i) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine Differentialgleichung mit getrennten

Veranderlichen. Lose formal

dy sin(y)
de x
1 1
~ dy— = —dzx
sin(y) x

y(@)  q T 1
e [
. sin(n) .

20 Ny (ran ()] = (el

i (on (1)) = e
o y(z) = 2arctan(2z).

Die obige Formel gilt auf dem grofiten Intervall I mit § € I, sin(y(z)) # 0 und 0 < x fiir
alle z € I (letzte Einschrinkung kommt von der DGL). Wegen

0 < y(z) =2arctan(2z) <7

ist I = (0,00). Dies ist das maximale Existenzintervall.

Die Differentialgleichung ist eine lineare Differentialgleichung. Thre Losung ist durch die
Variation-der-Konstanten-Formel

(T2 _r_2 z 2 1
y(x) —e lo 175d§ . y(()) +e lo 1§d5/ ef(;] 175d§ dn
0 I—n
fiir alle z € (—o0, 1) gegeben.

Es gilt
r 9 -
_/0 gl = (- O =2m(1 —a)
z 1 £ 1 1 1 v 1 1
o—2In(1-7) dn = / Y dp== [} - < — 1)
J R (R E ] (R M AN

fiir alle z € (—oo, 1). Folglich ist y(x) = W fiir alle z € (—o0,1).
O
Aufgabe 70:

(i)

Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine lineare, inhomogene Differentialglei-
chung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten (siehe Abschnitt 13.5 des Skriptes).
Das charakteristische Polynom ist durch

p(A) =X +224+2 WVreC



gegeben und hat genau die Nullstellen A\; = (—1 — i) und Ay = A\; = (=1 + i), jeweils mit
Vielfachheit eins. Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung lautet daher

yn(z) = Cre” ¥ cos(z) + Coe™ * sin(x) Vx € R,
mit freien Konstanten C7,Cs € R.

Fiir eine partikuldre Losung y, der inhomogenen Gleichung machen wir den Ansatz ,,von
der Form der rechten Seite“

yp(x) = xe™ ¥ [C cos(z) + Casin(x)]
und berechnen

yp(z) = e “[=(Crxcos(z) + Coxsin(z)) + (C cos(z) 4 Cosin(z))
+(—zC1 sin(z) + xC4 cos(z))]
= e 7[Cycos(z) + Cysin(z) + (Co — Cr)x cos(x) — (Cy + Cy)xsin(x)],
y,(x) = e *[=(Cycos(x) + Cysin(z) 4 (Cy — Cr)z cos(x) — (C1 + C)xsin(x))
+(—C1sin(x) + Cycos(z)) + (C2 — Cy)(cos(z) — zsin(x))
—(C1 + Cy)(sin(z) + x cos(x))]
= e "[2(Cy — Cy)cos(z) — 2(Cy + Cy) sin(x) — 2Cex cos(x) + 2C z sin(x)] .

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

(@) + 20)@) + 2ple) = ¢ cos(a)
& (2(Cy — Ch) cos(x) — 2(C1 + Cq) sin(z) — 2C5x cos(x) 4+ 2C x sin(z))
+2(C cos(x) 4+ Casin(z) + (Cy — Cp)x cos(x) — (C1 + Ca)zsin(x))
+2(Crx cos(x) + Cazsin(zr)) = cos(z)
& 205 cos(z) —2C sin(xr) = cos(z)
& (203 — 1) cos(z) — 2C sin(x) = 0.

Koeffizientenvergleich ergibt C; = 0 und Cy = 3. Damit ist y,(z) = Zsin(z)e™® eine
partikulére Losung der inhomogenen Differentialgleichung.

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung lautet also

y(x) = Cre * cos(x) + Cae” *sin(x) + gsin(az)e_z Ve e R

mit freien Konstanten C7,Cy € R. Diese werden wie folgt durch die Anfangsbedingungen
festgelegt

y(0) = [C’le cos(z) + Cae™ " sin(z) + gsin(az)e_:C T CL =0
=C7 = 0,

y'(0) = [026 cos(z) — sin(z)) + %e‘x(—x sin(z) + sin(x) + x cos(x)) = Co =0
=Cy = 0

Also ist y = y, die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems.



(ii) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine lineare, inhomogene Differentialglei-
chung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten (siehe Abschnitt 13.5 des Skriptes).
Das charakteristische Polynom ist durch

gqA) =X -2 +1 VvreC

gegeben und hat genau eine doppelte Nullstelle Ay = 1. Die allgemeine Losung der homo-
genen Gleichung lautet daher

yn(x) = Cre” + Caze” Vx € R,
mit freien Konstanten C7,Cs € R.
Fiir eine partikuldre Losung y, der inhomogenen Gleichung machen wir den Ansatz ,,von

der Form der rechten Seite*
(@) = Ca’e”

und berechnen

yp(z) = Ce*(2? + 22),
yp(r) = Ce®(x? + 2z + 22+ 2)

= Ce"(x* + 4z + 2).

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

Yp () = 2y () +yp(x) = €

& C((a® +4r+2) — 2% +22)+2°) = 1
<20 = 1

1
&0 = 3

Damit ist yp(z) = %2650 eine partikulire Losung der inhomogenen Differentialgleichung.

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung lautet also

2
y(x) = Cre” + Coze” + %ew Vz € R,

mit freien Konstanten C7,Cy € R. Diese werden wie folgt durch die Anfangsbedingungen
festgelegt

2
y(0) = [Clew + Cozxe® + xex] =(C] ]
2 =0
1

=C7 =

2

y'(0) = [e‘” + Co(x+ 1)e” + <:v2 + a:) efc] =1+Co L
=0
1.

=(Cy =

Also die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems durch y(x) = e (1 +x+ %)
fiir alle x € R gegeben.



Aufgabe 71:

(i) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine lineare, inhomogene Differentialglei-

chung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten (siehe Abschnitt 13.5 des Skriptes).
Das charakteristische Polynom ist durch

1
p(A):AQJrAJrZ YAeC

gegeben und hat genau eine doppelte Nullstelle A\; = —%. Die allgemeine Lésung der
inhomogenen Gleichung lautet also

yn(z) = Cre 2 + Chze 2 Vz €R,

mit freien Konstanten C7,C5 € R.

Fiir eine partikuldre Losung y, der inhomogenen Gleichung machen wir den Ansatz ,,von
der Form der rechten Seite*

yp(z) = Cae2

und berechnen
2

yp(x) = Ce 2 <2a: - x2> ,

yg(x) = (Ce 2 <(2 —x) —

2
= Ce 3 <x4—2x+2>.

DO | =
7~ N
O
8
|
v | 8,
N———
N——

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

X x
@) o) + 2D~ s
_z 2 2 2
e~ 340 x x T B
& C<<4 2:v—|—2>+<2x 2)—!—4) =1
<20 = 1
1
sC = -
2

Damit ist y,(z) = %267% eine partikulire Losung der inhomogenen Differentialgleichung.

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung lautet also

: o 2
y(x) = Cre” 2 + Coze™ 2 + %e_

NI

Vr € R,

mit freien Konstanten C, Cs € R. Diese werden wie folgt durch die Anfangsbedingungen
festgelegt

T T .CEZ x |
y(0) = |:C1€2 + Coxe™ 2 + 262:| =C;=1
=0
=C = 1,
1 = . 2 . 1

y'(0) = |:—262 + Cy (1 — g) e 2+ (—Z +x> eZLZO =Cy — 5 21

3
= CQ = 5



Also ist

[SIE]

Vr e R

3a:+;v2) -~
5 e

y(z) = (1 +

die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems.

(ii) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine lineare, inhomogene Differentialglei-
chung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten (siehe Abschnitt 13.5 des Skriptes).
Das charakteristische Polynom ist durch

pAN) =X -22=)\X)A-2) WVieC

gegeben und hat genau die Nullstellen A\; = 0 und Ay = 2, jeweils mit Vielfachheit eins.
Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung lautet also

y1(z) =C1 + Coe® Vr € R,

mit freien Konstanten C7,Cs € R.

Setze fi(z) = —2x, fa(z) = sin(2x) fir alle x € R. Bestimme partikulire Losungen fiir die
Inhomogenitéten fi; bzw. fo jeweils durch einen Ansatz ,,von der Form der rechten Seite“.

o f1 (Nullstelle des charakteristischen Polynoms): Mache Ansatz
y$D(z) = 2(a0 + a1z) = apzr + az®  (z €R).

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

y}()l)”(x) _ QyI(Jl)/({I;) = fl(.’I}) . 20,1 — 20,0 — 40,15[] = —2x
Koeff.—l(;rgleich _4@1 — 9 A 2a1 _ 20,0 -0
1 1
a; = 5 N ayg=a = 5

Also ist y})(as) = w fiir alle z € R eine partikuldre Losung zur Inhomogenitét f7.
e fy (keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms): Mache Ansatz
yI(JZ) () = (ap cos(2x) + aj sin(2z)) (x € R).

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

y @) 2 @) = o)
& —4dag cos(2z) — 4ay sin(2z) + 4ag sin(2z) — 4a; cos(2x) = sin(2z)
Koeff.-Yergleich —dag —4a1 =0 A —4da; +4ay=1
1
ag=—a1 N\ ag= g

Also ist yg(x) = 2(cos(2z) — sin(22)) fiir alle z € R eine partikulire Lésung zur
Inhomogenitét fo.

Insgesamt ist

z(1+ )

1
5 + g(cos(2a:) — sin(2z)) Ve e R

y(x) = C1 + Cre®® +



die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung mit freien Konstanten C1, Cy €
R. Diese werden wie folgt durch die Anfangsbedingungen festgelegt

111
0) = C1+Cr+=-==
y(0) 1+ Gt g =g
= Cl - —027
! 2x 1 1 . 1.
y'(0) = [2Ce™ + 5 +x - 1 (sin(2z) + cos(2x)) =920, + 1= 0
=0
1
Also ist )
1—e® 1 1
y(z) = 86 + il ;—x) + é(cos(Q:U) — sin(2z)) VreR

die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems.

O

Aufgabe 72:
(i) Fiir jedes b > 2 gilt

b vmev (MO 1 1]™m®) 1 1
e dz " oy =— |~ - S
o z(In(x)) dz=adys Jin2) Y Ylyemey (2)  In(b)

Folglich ist das uneigentliche Integral f2 de konvergent und es gilt

> .t e 11\ 1
/2 sn@)2 T = [ S T <ln(2) ln(b)> T In(2)

(ii) Fiir alle 0 < <1 gilt 2% < 2 < /2. Damit folgt

1 1 1
<‘2x/5—x2 T Vit (a-a?) Ve
>0

fir alle 0 <z <1. Sei 0 < a < 1. Es gilt
/ —dx—2 V)l =2-2/a =2

Also ist das uneigentliche Integral fo %dx konvergent. Nach dem Majorantenkriterium

aus Abschnitt 14.4 des Skriptes ist auch das Integral fo 5 f >dx (absolut) konvergent.

052017(90)

iii) Fiir alle € [1,00) gilt 1+ 2 cos?17(z) > 1 und folghch 2¢ > L > 0. Ferner ist
2 2 T 2x

SIS b Lge =1y [In(z)] L fim 1 (b)
—ar = 1m —ar = - 11m [In(x = — l1m In = Q.
1 2z b—oo J1 22 2 b—oo =1

Nach dem Minorantenkriterium fiir une1genthche Integrale aus Abschnitt 14.4 des Skriptes
00 1+ cos2017(z)

= dx divergent.

ist auch das uneigentliche Integral f



Aufgabe 73:

(i) Fiir jedes z € (0,7) gilt

(2F+1)!

sin(x) «  xsin(z) xsin(z) sin(z)

—1)k _1)k+1 .
1 1  z—sin(z) *— 2 k=0 (gk+)1)!m2k+1 _ k=1 o 2t

Alle vorkommenden Potenzreihen haben unendlichen Konvergenzradius. Die Funktion
T — % ldsst sich stetig auf R fortsetzen, wobei die Fortsetzung in 0 keine Nullstel-

le hat. Folglich ist das Integral bei 0 nicht uneigentlich.

(ii) Fiir jedes b > 0 gilt

b

b
— Part. Int. — b _ 1
* In(1 d = — e In(1 v d
; e ¥ In(l+x)de [e™* In( +$)]x:0+/0 g
F@ g
log(1 +b b
— _70g( b+ )—i—/ e ” dzx.
e 0 1 + x
Wegen
log(1+b) 1 ' 1
lim Og( b+ ) lHog)ltal lim — = 0
b—00 e b=oo (1+b) e
~—~ —~
—00 #0

ist das uneigentliche Integral fooo e "log(1 + x)dz genau dann konvergent, wenn das un-

eigentliche Integral fooo e*xp%wdx konvergent ist. Dieses ist tatséichlich der Fall nach dem

Majorantenkriterium aus Abschnitt 14.4 des Skriptes. Fiir alle 0 < z < oo gilt

1 00 b
e ” <e ™ und / e *dr = lim e *dr lim — [e‘x]bi =1—lime =1,
1+=x 0 b—oo J b—oo =0 b—o0

(iii) Wir untersuchen den Integranden ,,in der Nihe der unteren Grenze“. Es gilt

log(x) < log C) ~

fiir alle 0 < x < % Ferner folgt aus der Potenzreihendarstellung des sinh

o0 oo

: 1 2n+1 1 2n+1
O<Slnh(.’1])—$ = me —$:me

n=0 n=1

Index-Shift 1 = 1

ndex-Shift 2n+3 _ .3 2n
Z(2n+3)!x v Z(Qn—i—?))!:v

= n=0
=:h(z)>0

fiir alle z € R. Die durch den obigen Ausdruck definierte Funktion h : R — R™ ist als
Potenzreihe stetig und nimmt auf [(), %] ihr Maximum M an. Folglich gilt

xIn(z) xIn(e) 1
sinh(z) —z ~ #3h(z) = x? M




fir alle 0 < z < % Wegen

/i L 1 17]¢ 1 /1 0
r=—-——|— =—|-—¢e] —>
o TIM Mlz|,_, M\a

1
ist das uneigentliche Integral [i° xglMd:L‘ divergent. Nach dem Minorantenkriterium aus

Abschnitt 14.4 des Skriptes ist dann auch das uneigentliche Integral

1
_/e .xln(az) da
o sinh(z) —z

divergent. Nach Definition aus Abschnitt 14.1 des Skriptes ist das uneigentliche Integral

ebenfalls divergent.
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