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Aufgabe T7:

(a) Fiir jedes z € R gilt (quadratische Ergénzung)
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Also ist A nach unten durch g beschrankt. Finsetzen von x = % in zeigt % € A. Also
ist min(A4) = inf(4) = I.

Wir zeigen, dass sup(A4) und max(A) nicht existieren, da A nicht nach oben beschrinkt ist.
Sei dazu 7 € R beliebig. Setze x := max {~,2}. Dann gilt

Asa=2*—z4+2>2? —z=x(z—-1)>z>7.
~——
>1

Also kann tatsdchlich kein v € R eine obere Schranke von A sein.

(b) Fiir jedes N € N gilt (quadratische Ergéinzung)
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Also ist B nach unten durch 2 beschréankt. Einsetzen von n = 1 in zeigt 2 € B. Also ist
min(B) = inf(B) = 2.

Wir zeigen, dass sup(B) und max(B) nicht existieren, da B nicht nach oben beschrankt ist.
Sei dazu v € R beliebig. Nach dem Satz aus Abschnitt 4.7 des Skriptes, gibt es ein n € N
mit n > . Dann gilt

1
Babi=n+—>n>r.
n

Also kann tatséichlich kein v € R eine obere Schranke von B sein.
0
Aufgabe 8:

(a) Fiir jedes 0 < x < 42 gilt (quadratische Ergéinzung)

+2>2. (3)
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Also ist A nach unten durch 2 beschriankt. Einsetzen von 0 < x = 1 < 42 in zeigt 2 € A.
Also ist min(A) = inf(A) = 2.

Wir zeigen, dass sup(A4) und max(A) nicht existieren, da A nicht nach oben beschrinkt ist.

Sei dazu v € R beliebig. Setze = := Ivlﬁ Es ist 0 < z < 1 und demnach gilt

11
Aaa::x+;>5:1+!’y\>y~y\27.

Also kann tatsdchlich kein v € R eine obere Schranke von A sein.

Fiir jedes z € R gilt
2
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Also ist B nach unten durch 0 und nach oben durch 1 beschrankt. Einsetzen von x = 0 in
(4) zeigt 0 € B. Also ist min(B) = inf(B) = 0.

Wir wollen sup(B) = 1 zeigen und verwenden dafiir Satz 4.6 (3) des Skriptes. Sei also ¢ > 0
beliebig. Setze x := 4/ @ + 1. Es gilt tatséchlich

2
T > 1—¢
s 22>1-e)(1+22)=(1-¢)+2%(1—¢)

& 21— (1—-¢))>(1—¢)
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And wahr.

Also ist sup(B) = 1. Da nach ({4) 1 ¢ B, existiert max(B) nicht.

O
Aufgabe 9:
(a) Sei x € R. Es gilt: |22 — 10| = 2 |x — 5|. Betrachte die Fallunterscheidung:
e x> 5: Es gilt dann |z — 5| = z — 5 und damit
|20 — 10| =2|z - 5| =2(x—5) <z < z<10.
e x < 5: Es gilt dann |z — 5| = 5 — 2 und damit
10
20 — 10| =2z —5|=2(—2) <z < 3 < z.
Insgesamt ist also das Intervall M = [12 5) U [5,10] = [42,10] die Losungsmenge.
(b) Sei # € R. Es gilt |v — 2| - |z +2| = |2? — 4| und damit [z —2[- |z +2]| =2 & 2 -4 €

{—2,2}. Ferner gilt
?-4=2o’=6e01c {—\/é,x/é},



sowie
?—4=2e’=2c2c {—\/ﬁ,ﬁ}
Damit ist die Losungsmenge M = {—\@, —\/i, \@, \/é}

(c) Da Betrége nicht-negativ sind, gilt

lt4+2| >z —3] & (z+2)*> (z—3)>
& 2 44r+4>22—62+9

& 10z > 5

& >1
> —.
2

Damit ist M = (3, 00) die Lésungsmenge.
(d) Sei x € R. Definiere y := |2 — z|. Es gilt
2—2-z|[=2-yl=2e2-ye{-22},

also y = 0odery = 4. Ist y = [2—2| = 0,s0ist * = 2. Ist y = |2 — 2| = 4, so ist
2 —x € {4, -4}, also x € {—2,6}. Damit lautet die Losungsmenge M = {—2,2,6}.

Aufgabe 10:

(a) Seiz € R. Es gilt |4 — 32| = 3|3 — z|. Betrachte die Fallunterscheidung:

o > %: Es gilt dann ‘%—x‘ =z — % und damit
4 4
|4 —3z| =3 3% >2x+10< 3 T-3 >2r 410 & x > 14.
o < %: Es gilt dann ‘%—aj‘ zg—a:und damit

4
]4—33:\:3‘3—:1:

4 6
>2x+10<:>3<3—x> >23:—|—10<:>—g>x.

Da 3 < 14 und —& < 2, ist die Losungsmenge M = (—oo, —2) U (14, 00).

(b) Sei z € R. Es gilt
|2 4| <z4+2=2+2>0 0> -2

Ferner ist offenbar —2 € M. Sei also im Weiteren z > —2. Dann gilt
‘1‘274} =lz—2llz+2|=|z-2|(z+2)<zx+2< |z -2 <1,

also x € [1, 3]. Damit ist die Losungsmenge M = {—2} U1, 3].



(c) Sei z € R. Da Betréige nicht-negativ sind, gilt

lz—4l=|z+1] o (z—4)?%=(z+1)?
o 28 +16=2>+2zx+1
< 15 =10z
& z=2.
2

Also ist die Losungsmenge M = {%}

(d) Sei z € R. Es gilt

O

le+1]=2|<z=2<0.

Sei also im Weiteren x > 0. Dann gilt

lz+1] -2|=lz+1-2|=|z—-1| <z =|z|.

Da Betrége nicht-negativ sind, gilt

1
\x—l\§]x\@(x—1)2§x2©1§2x©§§x.

Wegen 0 < %, ist die Losungsmenge M = [%, 00).

Aufgabe 11: [ Vollstédndige Induktion T ]

(a) Fiir n = 1 ist die Aussage trivial, denn 2! > 1. Wir fiihren nun eine Induktion fiir

alle n € N mit n > 2 durch. (Beachte, dass wir n = 1 separat zur iibrigen Induktion
behandeln liegt daran, dass wir im Induktionsschritt den Schritt von n = 1 nach n = 2
nicht zeigen.)

Induktionsanfang (IA):
Fiir n = 2 gilt 22 > 2.

Induktionsschluss (IS):
Wir nehmen an, dass die Induktionsvoraussetzung (I1V)

2" >n

fiir ein beliebiges aber festes n € N mit n > 2 gelte. Wir zeigen die Aussage jetzt fiir
n+ 1. Es ist
2"t =2.2"> 2 >n+1

wobei die erste Ungleichung nach (1V) gilt und die zweite ungleichung leicht zu
tiberpriifen ist. Es ist 2n > n+4+1 & 2 > 1 —i—% < n > 1. Dan > 2 gilt, folgt
also die Behauptung.

Induktionsanfang (IA):
Firn=1ist (14+2)°=1>1+0-x.



o Induktionsschluss (IS):
Wir nehmen an, dass die Induktionsvoraussetzung (IV)

(I+2z)">14nz firz>-1

fiir ein beliebiges aber festes n € N gelte. Wir zeigen die Aussage jetzt fiir n + 1. Es

ist,

1+2)"P=0+2)1+2)">1+2)14+nz)=14+nz+z+nz’>>1+(n+ 1z

wobei die erste Ungleichung nach (IV) (und da (1 + z) > 0) gilt und die zweite

ungleichung trivial ist.

Aufgabe 12:

(a) e Induktionsanfang (IA):
Firn=1gilt ), _k-kl=1=(n+1)!—-1.

o Induktionsschluss (IS):

Sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte die Induktionsvoraussetzung (IV)

 kokl=(n+1) -1
k=1

Dann gilt fiir n + 1
n+1 n

Skekl o= (n+1) +1'+Zk k!
k=1

D ) e D (1) -1

= (n+)-(n+2)—1=(Mn+2)-1.

Die Aussage lisst sich wie folgt direkt zeigen. Es gilt fiir jedes n € N

n n n n
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(b) e Induktionsanfang (IA):
Fiir n = 1 gilt S0, (—=1)F1k2 = 1 = (—1)ninitd,

o Induktionsschluss (IS):

Sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte die Induktionsvoraussetzung (1V)

Zn:(—l)kaQ — (—1)mH n(n + 1)'

2
k=1



Dann gilt fiir n + 1

n+1 n
i( )k+1k2 — ( 1)n+2(n + 1) Z( )k+1k2
k=1 k=1

O

Aufgabe 13:

(a) e Induktionsanfang (IA)
Fiir n =1 gilt [[Z (1+ )k 1=1r

n:

o Induktionsschluss (IS):
Sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte die Induktionsvoraussetzung (IV)

k) — nl’
k=1
Dann gilt fiir n 4+ 1

" 1)* = M av 1\" nn
I (eg) = (0) ,}](” ) S )

(n+1)" n*  (n+1)" ntl  (n+ 1"

nn n! n n+1 (n+1)

(b) e Induktionsanfang (IA):

Fiir n = 1 gilt 2221 B2 —12 — 1(1+1)é2-1+1) _ n(n+1)6(2n+1) .

o Induktionsschluss (IS):
Sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte die Induktionsvoraussetzung (1V)

n(n+1)(2n + 1)
Zk2 5

Dann gilt fiir n 4+ 1

n+1
+1)(2n + 1)
B2 = 1) 2 1)2 n(n
> (n + +Z (n+1)*+ c
1 2 1 2n2
_ (n+1)'6(n+ )—Zn(n—l— ):(n+1).6n+6—i—6 n°+n
o2n? 2)(2
= (n+1).n+67n+6:(n+1)'(n+ )(”+3).



Die Aussage lésst sich wie folgt direkt zeigen. Nach dem Hinweis gilt (Teleskopsumme)

n = Zk:3 zn: Zk3 Zn: —3k% 43k — 1)
k=1 k=1
- Z(3k2—3k+1):32k2—32k+n
k=1 k=1 k=1

Nach Beispiel (2) des Abschnittes 4.8 des Skriptes gilt

Zk‘—niﬂ

Einsetzen und Auflssen nach ), k? liefert die gesuchte Formel

1 1 -
n —3Zk2 ”* Snntl) o n(n+1)(n—1)+3n(n2—|_):32k2

- n(n+1)(2n+1)
& k? = :
2 ;



