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Aufgabe 14:
(a) Wir fiithren einen Beweis durch vollsténdige Induktion iiber .

o 1A (I=0):
Fiir [ = 0 gilt

> (-G - ()

o IS (I~1+1):
Sei [ € N beliebig. Fiir dieses [ gelte die Induktionsvoraussetzung (IV)

zl: k+n\  (k+l+1
=\ k) \k+1 )

Nach Lemma aus dem Abschnitt 4.10 gilt

kL1 (Rl 1) (k42
k k+1 ) \ k+1 )
Dann gilt fiir [ + 1

lii(k—}:n) _ <k:+]i+1)+zl:<kzn>

n=0 n=0
av)y (k+1+1 N k+1+1\  (k+1+2
B k k+1 )\ k+1 )
(b) Wir fithren einen Beweis durch vollsténdige Induktion iiber m.
e JA (m=0):

Es gilt
m n n m-+n k
(Z akzk> (Z blzl> = ag (Z blzl> = Z <Z aklbl) Zk
k=0 =0 =0

k=0 \I=0
fiir alle z € C, n € Ny, ag, by, ...,b, € Cmit ap, =0 fir k € {1,...,n}.
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o IS (m~>m+1):
Sei m € N beliebig. Fiir dieses m gelte die Induktionsvoraussetzung (IV)

k=0 k=0

fiirje(jesée(C,nGNO,ELO,...,ELm,I;O,...,BneCmitdkzofﬁrkE{m+1,...,m+n}
bzw. by =0firl € {n+1,...,m+ n}. Dann gilt fiir m + 1

m+1 n m n
(Z akzk> (Z blzl> = <am+1zm+1 + Z akzk> <Z blzl>
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Aufgabe 15:
Halten wir zunéchst die folgende Folgerung aus Abschnitt 5.5 des Skriptes fest.

Satz (Koeflizientenvergleich). Seien p,q € C[z] Polynome, etwa

p(z) = Zakzk, q(z) = Zblzl
k=0 1=0

mitm € Ny, ag, ..., am,bo,...by € C. Gilt p(z) = q(2) fiir unendliche viele paarweise verschie-
dene z € C, so gilt ay, = by, fir alle k € {0,...,m}.

Beweis. Betrachte r := p — ¢ € C[z]. Nach Voraussetzung hat r unendlich viele Nullstellen.

Entweder, a; — b = 0 fiir alle k € {0, ..., m} und es ist nichts zu zeigen, oder r hat einen Grad
n € Nyg. Nach Abschnitt 5.5 des Skriptes hétte » dann aber hochstens n Nullstellen, was nicht
der Fall ist. O

Dem Hinweis folgend betrachten wir das Polynom p(z) = (1 + 2)™*". Fiir jedes z € C gilt
p(z) = (14 2)™™ = (14 2)™(1 + 2)". Nach dem Binomialsatz aus Abschnitt 4.11 des Skriptes
gilt also einerseits

m+n m+n
+n _ MANY gomin—k _ m+mny
(1+z)m"—kzo< f )zlm" —kzo< . >z.

Andererseits — unter Anwendung der Aufgabe 13 (b) — aber auch

o= (G0 & 0) -2 (Z600)

Koeflizientenvergleich liefert

l l
m-+n m 7'\ Summations- m n
( l ) N kZ:O (l — k) (]{I) reihe;folge kZ:O (k‘) <l — k) '

Aufgabe 16:

(i) Sei z=x +iy € C mit z,y € R. Es gilt

z€A & |z+1+i=|z—3-3j

o @) +ily+ P = |z —3) +ily - 3)
(+1)°+y+1)°=(x-37+(y—3)
P42 +1 4+ +2y+1=2>—62+9+y>—6y+9
20 4+ 2y + 2 = -6z — 6y + 18
& 8y=-8r+16&y=2—=zx,

Tt ¢

d.h. A = {z € C|Im(z) = 2 — Re(z)}. Also ist A eine Gerade in der komplexen Zahlen-
ebene. Siehe auch Abbildung .



Re(z)

Abbildung 1: Menge A

(ii)) Sei z =z +iy € C mit z,y € R. Es gilt

z€C & Re(z?) >1e Re((z+iy)?) > 1< Re(z? — y? + 2ixy) > 1

s 2oy >lelz>Vitrrer>VI+y2Va < —1492

Also ist C' = {z € C|Re(z) > /1 + (Im(z))Q} U {z € C|Re(z) < —y/1+ (Im(z))Q} Sie-
he auch Abbildung .

Abbildung 2: Menge B



Aufgabe 17:

(i) Es gilt

A = {z€C||lz—i|>1A]z—1-2i] <3}
= {z€C(Cl|lz—i|>1}n{zeC|]|z—1-2i] <3}
= {ze€C||lz—1-2i|<3}n{z€C|lz—i <1}°
= {zeC||lz—1-2i|<3}\{z€C||z—1i] < 1}.

Also ist A die offene Kugel um 1+ 2i mit Radius 3 ohne die offene Kugel um i mit Radius
1. Siehe auch Abbildung .

Abbildung 3: Menge A

(ii) Sei z =z +iy € C mit x,y € R. Es gilt

N

z€BeIm(z?) <1 Im((z+iy)?) <1 Im(z? —y? +2zy) <1< xy <

Wir unterscheiden die folgenden Félle.
e Ist x =0, dann ist z € B.
e Istx>0,dannist z€ Be y < 5.
o Istx<0,dannist z€ By > 5.

Also gilt
B = {zeC|Re(z) =0}

U{ze(C|Re(z)>0 Alm(z) < ! }

u{ze«:yRe(z)<o ATm(z) > — }

Siehe auch Abbildung .
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Abbildung 4: Menge B

Aufgabe 18:
(a) Im Folgenden sei w = a +1ib € C mit a,b € R.

(i) Es gilt
w? = (a+1ib)® = a® + 3a%(ib) + 3a(ib)? + (ib)® = a® + 3ia®b — 3ab® — D>
a(a® — 3b?) +ib(3a® — b?).

Einsetzen von w = 4 — 3i = z liefert

Re(23) = 4(4% — 3(=3)%) = —44,  Im(2®) = —3(3-4% — (=3)?) = —117.
Ferner gilt

— 3
[w?| =/ (w3)w3 = (\/10@) = |w]?.

Da |z| = V42 4+ 9 = v/25 = 5, folgt |23| = |2|* = 125.

(ii) Fiir w # 0 gilt
T W a b

1 .
w o ww o @+ B

Ferner gilt fiir w # 0
ol =l -
wl

Also ist ’%’ = %



(b) Es gilt

(x+iy)* +8=0

23 + 3izy — 3z —iy? +8 =0

23 =32y +8=0A32%y —y> =0

23— 3xy* +8=0Ay(Bz2 =y} =0

22 =3z +8=0A(y=0Vy=aV3Vy=—2V3).

t oo

v

Wir betrachten die einzelnen Féalle.

o Ist y =0, so gilt
P H8=0o1=—-V8=-2

fiir alle x € R.

o Ist y = /3, so gilt
-9 +8=0e=1e2=1

fiir alle z € R. Das gibt die Losung z =1 + iv3.
o Ist y= —x\/g, so gilt
P —934+8=0e2’=1cz=1
fir alle z € R. Das gibt die Losung z = 1 — iv/3.

Insgesamt sind also genau zg = —2, 21 = 1+iv/3 und 23 = 1 —iy/3 Losungen der Gleichung
3
22+ 8 =0.

Aufgabe 19:

(a) (i) Es gilt
zow=(3—1)-(=14+2i)=-3-2@(2+i1+6) = —1+7i

und damit Re(z - w) = —1, Im(z - w) =7, |z - w| = |2| - |w| = 5v/2.

(ii) Es gilt

22+$ = (3+i)2+|z‘24:32+61—1+<_12_52i)2:8+6i+215(1—|—4i—4)
— 8—235—|—<6+;5>i
und damit
Re(22+$) = 8—23—5:%, Im(EQ—F%): +%=12—5;, sowie




(b) Dem Hinweis folgend, machen wir den Ansatz z = (1 + i)z mit € R. Einsetzen in die
Gleichung liefert

(1+1)z) - B -)((1+1)z)? —i(1+i)r+1+3i=0
& (1+3i+32 -2 - B -1 +2+iH)2? —i(1+i)z+1+3i=0
& (=2 +2i)23 — (3 —1)2i2® —i(1 +i)x+1+3i=0
& 223 - 222+ x4+ 1=0A22%—62> —2+3=0.

Addieren der beiden letzten Gleichungen liefert

1 1
8’ t4=02r="©2Vr=—F1.
V2 V2
Also sind 2z = % und z; = _\1/; zwel der gesuchten Nullstellen des Polynoms P(z) =
23 — (3 — )22 —iz + 1 + 3i. Nach dem Satz iiber die Polynomdivision lisst sich P durch

Q=(2—2) (z—2) = (z— ) -+ ) = <22 - %) — 22 i dividieren. Tatséchlich

ergibt die Polynomdivision
3 N2 . .2 . .
22 =B -1z —iz+143i=("—1) - (2 — (3—1)).

Die letzte Nullstelle lautet also zo = (3 —1).



