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9. Übungsblatt

Aufgabe 52: [ Additionstheoreme T ]
Zeigen Sie die folgenden Identitäten.

(i) tan(x+ y) = tan(x)+tan(y)
1−tan(x) tan(y) für alle x, y ∈ R mit x, y, x+ y /∈ π

2 + πZ.

(ii) arctan(x) + arctan(y) = arctan
(

x+y
1−xy

)
für alle x, y ∈ R mit |arctan(x) + arctan(y)| < π

2 .

(iii) (cosh(x) + sinh(x))n = cosh(nx) + sinh(nx) für alle n ∈ N und alle x ∈ R.

(iv) artanh(x) = 1
2 ln

(
1+x
1−x

)
für alle x ∈ (−1, 1).

Aufgabe 53: [ Differenzieren T ] Wir untersuchen die Funktion f = R → R

f(x) =

{
exp(−1/x2) x ̸= 0

0 x = 0
.

Zeigen Sie, dass f stetig ist. Zeigen Sie, dass f differenzierbar ist und für die Ableitung gilt

f ′(x) =

{
2 exp(−1/x2)x−3 x ̸= 0

0 x = 0
.

Zeigen Sie, dass f ′ stetig ist.
Hinweis: Wir werden dieses Beispiel später aufgreifen, als eine unendlich oft stetig differen-
zierbare Funktion, welche sich nicht durch Ihre Taylorreihe approximieren lässt.

Aufgabe 54: Betrachten Sie die Funktion g : R → R mit g(x) = sgn(x) ln(1 + |x|). Beachten
Sie, dass sgn(x) das Vorzeichen von x bezeichnet. Es ist

sgn(x) :=

{
x
|x| x ̸= 0

0 x = 0
.

i) Zigen Sie: Die Funktion g ist auf [−1, 1] differenzierbar.

ii) In welchen Punkten von [−1, 1] ist die Funktion g zweimal differenzierbar.

Hinweis: Eine Funktion heißt zweimal differenzierbar, falls die Ableitung differenzierbar ist.
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Aufgabe 55: alte Klausur-Aufgabe Seien α, β > 0 und f : R → R definiert durch

f(x) =

{
(1−x2)2−α cos(βx)

x2 für x ̸= 0

0 für x = 0

gegeben.

(a) Bestimmen Sie alle α, β > 0, so dass f auf R stetig ist.

(b) Seien nun α = 1 und β = 2. Berechnen Sie f ′(x) für alle x ∈ R, in denen f differenzierbar
ist.

Aufgabe 56: [ Satz über die Umkehrfunktion T ] Es sei f : (−π/2, π/2) → R mit

f(x) =
1

1 + sin(x)
.

Bestimmen Sie die Ableitung von f und ihrer Umkehrfunktion f−1.

Aufgabe 57: [ Differenzierbarkeit T ]
Sei f : R → R gegeben durch

f(x) =


x

x+
sin(x)

2

für x ∈ R \ {0} ,
2
3 für x = 0.

(a) Zeigen Sie, dass x 7→ x+ sin(x)
2 nur in 0 eine Nullstelle hat.

(b) Berechnen Sie f ′(x) für alle x, in denen f differenzierbar ist.

Aufgabe 58:
Sei f : R → R gegeben durch

f(x) =


x2

x+
ln(1+x2)

2

für x ∈ R \ {0} ,

0 für x = 0.

(a) Zeigen Sie, dass x 7→ x+ ln(1+x2)
2 nur in 0 eine Nullstelle hat.

(b) Berechnen Sie f ′(x) für alle x, in denen f differenzierbar ist.


