Institut fir Analysis WS2020/21
.* apl. Prof. Dr. Peer Christian Kunstmann 05.02.2021

Karlsruher Institut far Technologie Marvin SChulZ, MSC

Ho6here Mathematik I fiir die Fachrichtung Physik

Losungsvorschlige zum 11. Ubungsblatt

Aufgabe 65:

(i) Es gilt fiir jedesn € N

np+1 Z kP = ﬁk (n> =Y f(&) Ikl = 04(Zn, ™),

k=1

wobei f: R — R, z +— 2P,

1 2 n
Zn:{x0:07x1:7x2:7"'7xn::1}7 {(n):(51’.__’€n):(x1’___’xn)_
n n n

n—r00
1 — 0.

Die Feinheit der dquidistanten Zerlegung Z,, des Intervalls [0, 1] ist ||Z H ==
Da f € R([a,b]) nach Satz 12.5 des Skriptes, gilt af(Zn,ﬁ(" noee fo dx nach Satz

12.7 des Skriptes. Eine Stammfunktion von f i p +1 gegeben.
Nach dem Hauptsatz (1) aus Abschnitt 12.10 des Skriptes gﬂt
! 1
|t =)=
0 =0 p+1
(ii) Es gilt fiir jedes n € N
2n—1 1 1 2n—1 n Ind 1 n
naex-

1_1 - Y k| = 0 ¢(Zy, €™
Zk n sh1ftnzk+n—1 nz Z (&) 1] = 07(Zn, €7,
k=n k= k= n k=
wobei f:(—1,00) > R, z — 1+:v’

1 —1
Zn = {ID = 07331 = .-y Tp-1 = van = E = 1}7 é(n) = (x07"'5$n—1)'
n n n
Die Feinheit der dquidistanten Zerlegung Z,, des Intervalls [0, 1] ist ||Z H =1 270,
Da f € R([a,b]) nach Satz 12.5 des Skriptes, gilt of(Z,, ™) 225 nee fO x)dz nach Satz
12.7 des Skriptes. Eine Stammfunktion von f ist durch F : (=1,00) — R, z +— In(1 + z)

gegeben. Nach dem Hauptsatz (1) aus Abschnitt 12.10 des Skriptes gilt

1
/0 f(@)dz = [F()]L_y = In(2).
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Aufgabe 66:

(i)

Es gilt fiir jedes n € N

2 eos (57) = X s Il = (2.6

1 2 n

Zn—{xo—O,xl—,xg—,. Ly = — = }, €M = (&1, &) = (x1,...,xn).
n n n

Die Feinheit der #quidistanten Zerlegung Z,, des Intervalls [0, 1] ist HZ | = ’H—°°> 0. Da

f € R([a,b]) nach Satz 12.5 des Skriptes, gilt o(Z,, ™) 22> nree fo x)dz nach Satz 12.7
des Skriptes. Eine Stammfunktion von f ist durch F: R - R, z — = sm( ) gegeben.
Nach dem Hauptsatz (1) aus Abschnitt 12.10 des Skriptes gilt

1 1 9
| @ = P, = =

Es gilt fiir jedes n € N

H _ kﬁ(kw)n:f{(Hg)i:eXp(m(lﬁ(Hg)i»

1 (&) rm) = exp (07 (Zu€™)).
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k=1
wobei f:(=1,00) = R, z +— In(1 + x),
1 -1
Zn:{a:():(),a:l:,...,xn_l:n ,xn:nzl}, €M = (z1,... ).
n n n
Die Feinheit der dquidistanten Zerlegung Z,, des Intervalls [0, 1] ist HZ H =1 27% 0.

Da f € R([a,b]) nach Satz 12.5 des Skriptes, gilt o(Z,, ™) 22> nee fo x)dz nach Satz
12.7 des Skriptes. Da die Exponentialfunktion stetig ist, gilt exp ((o—f(Zn,§ ”))) oo

exp ( fol f (x)dx) Eine Stammfunktion von f ist durch
F:(-1,00) > R, = (x4+1)In(x+1)—2

gegeben (vgl. Beispiel (2) im Abschnitt 12.12 des Skriptes). Nach dem Hauptsatz (1) aus
Abschnitt 12.10 des Skriptes gilt

exp </01 f(a:)dx) = exp ([F(m)]i:0> =exp(2In(2) —1) = (e =



Aufgabe 67:

Wir halten zunéchst fest, dass jeder Integrand auf dem jeweiligen Integrationsintervall stetig
ist und deshalb auch integrierbar nach Satz aus Abschnitt 12.5 des Skriptes.

(i) Es gilt

2 1 2 1 2
/ |t — 1| dt / |t—1|dt+/ ]t—1|dt:/ (1—t)dt+/ (t—1)dt
-9 -2 1 -2 1

t2 t=1 t2 t=2
= |t—= +|=—t| =5
2 t=—2 2 t=1

(ii) Es gilt nach der Substitutionsregel aus dem Abschnitt 12.13 des Skriptes

/4 1 4 /4 1 2 4 /9(4)]”( )d /2 2 q

———dt = — ————dt = r)dr = T

1 VEHL+ V) 1 2VE 1+ Vi o(1) 1 L+
~—~ ~—

=g'(t) =g(t)
N——
=f(9(t))
3

= 2[In(1+2)%_, = 2(In(3) — In(2)) = 2In <2> .

(iii) Es gilt nach der Regel der partiellen Integration aus Abschnitt 12.12 des Skriptes

jus
2

31 1 1 1 [z
/2 —t2 sin(2t) dt B [ cos(2t) - tQ] + /2 t cos(2t)dt
, 2 2 2 |, 2/
7 =)
=g(t)
™ L[ tcos(2t)dt
= E + 5 A COS( ) .

Das verbliebene Integral wird wieder partiell integriert zu

jus

/ © ot cos(2t)dt X [t- 1sin(2t)}
0 Ve 2
=9(t) =p/(t)

1/ " sin(26)dt = © [eos(26)]Eg = —
— = Sin = — |COS = ——.
o 2.Jo 4 =02

jus
2

Insgesamt also
z 2

2 1 s 1
—t*sin(2t)dt = — — —.
/0 ot sin@hdt = 76—
(iv) Es gilt nach der Substitutionsregel aus dem Abschnitt 12.13 des Skriptes

4 2
/ arctan (\/ Vit — 1) dt t::S2 / 2s arctan (\/s — 1) ds
1 1

dt __
E—Qs

1
— 2
s=rtl 4/ (2% 4 1)z arctan(z)dz.
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ds __
=2z



Weiter gilt nach der Regel der partiellen Integration aus Abschnitt 12.12 des Skriptes

1 1,4 2

2
/ 4(x* + 1)z arctan(z)dr = [(334 + 21%) arctan(az)]i_o - / %dx
0 B 0 x

3 11 2\2
— 7r—/ de

4 0 1+ﬂ72

3 1 1 1

= — dx— [ 1+2%d

47r+/0 1—|—a:2X /0 + x°dx

_ 1,17 4
= 2# + [arctan(z)]"Zy — {x + 3373] . =73
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Aufgabe 68:

Wir halten zunéchst fest, dass jeder Integrand auf dem jeweiligen Integrationsintervall stetig
ist und deshalb auch integrierbar nach Satz aus Abschnitt 12.5 des Skriptes.

(i) Substitutionsregel liefert

1 t=2211 (3 1 3 81 —1
3 _2 - 3 _ - 4 _ _
/0(1+2t) dt jﬁ_ 2/1 sds—8[s]szl— 3 =10.

(ii) Partielle Integration liefert

¢ 2 R S B 2 1 g0
t log(t)dt = |—log(t - —dt=——-= tdt = — — Z [¢2

[ = [Gra| - [Ga=5 -5 [a= G-
=) =g(t)

e +1

T

(iii) Die Technik des ,,Scharfen Hinsehens“™zusammen mit der Substitutionsregel liefert

=g(t)

2 3 2 2 4
t 1 t 1
/3dt - / 2t dt:/x?,dx
1 (L+12)2 2 1+ > 20 (1+a)2
\w_/:g(t)
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1[4 1 1[4 1 1
= / +x3_ 3(11132/ T gdz
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_ sovar L_L_ 05 32
5 V2 5 2
(iv) Fiir den Integranden gilt per Definition
1 4 4
= = vt > 0.

sinh(t) cosh(t) (el —e~t)(el +e7t) e2 —e-2



Daher bietet es sich an, die Substitutionsregel zu verwenden. Man erhélt

log(7) log(7)
2

1

4 =t T 7
T e = ———pdt =2 = ds =2
o3 - sinh(¢) cosh(t) log(s) € — 72 de_1 /3 e /3

S - =
ds ™ 2s S S

7 7
2 1 1
/3 G-+ /33—1 s+10

— flog(s — 1)~ log(s + 112 = [log (257

s+1
3 1 3
= log <4> — log <2> = log <2> .
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s2—1

Aufgabe 69:

Wir halten zunéchst fest, dass jeder Integrand auf dem jeweiligen Integrationsintervall stetig
ist und deshalb auch integrierbar nach Satz aus Abschnitt 12.5 des Skriptes.

(i) Die Technik des ,,Scharfen Hinsehens“™zusammen mit der Substitutionsregel liefert

/1tdt:_1/1<—8t>dt:_[mr 3 V5_3-45
" ’ t=0

4 4

9 — 4¢2 8 9 — 4¢2 4

W

(ii) Partielle Integration liefert

1 Lo . E 1 T V2 z
t -cos(t)dt = [tsin(t)]i, — Hdt = — - 2= £)
JARREC psin®lo — [ Fsin(tae = § - 5 + los(ol g
=9(t) —f(1)
V2 V2 V2(r+4) -8
-8 2 B 8
(i) Es gilt
It 3 (t 3 i1
dt = dt = — 1—tdt+/ dt
[ = [ v [
2 3 é 1 12 8 —5v2
= Zla-t ] oI —f]2 = 242 2=""2VE
3 {( )2 -0 [ =0~ 3.2 3 + V2 6
(iv) Substitutionsregel liefert
3 ) VB s43 1 V3o Vi
R T C=ds = ds+3 —ds.
_lg@® et + 1 at_1 1 s241 s a1+ 82 a1 s(s2+1)
2 s~ s Y3 /3 V3

Das erste Integral ist

V3
/ ids = [arctan(s)]\/g , =

T
5 r_
%1—%8 V3 3



Fiir das zweite Integral beobachtet man (Partialbruchzerlegung)

1 1 s
s(s24+1) s s2+1

Vs € R\ {0}

und folglich

Vi Vi V3
/ _ 1 e = / 1d51/ 25 s = [In(s)]¥? f%[ln(us?)]“_i
- .

% 5(52 + 1) % 2 % 1 _.I_ 52 SZ% S 73
1 1
= In(3) — 3 (2In(2) — 2In(2) +1In(3)) = n;?))'
og3)
Insgesamt folgt [ 2, SA=>dt =T 4 31n(3).
-

U
Aufgabe 70:

Angenommen |f| ist in g € [a, b] groBer null. Das heifit |f(x¢)| > 0. Da f und somit auch |f|
stetig ist gilt nach dem ¢ — 0-Kriterium fiir ¢ = | f(z0)| /2 es existiert ein § > 0 mit

|/ (o)l

fir alle x € (zg — 0,20 + 9) N [a,b] =: I5(xo). Insbesondere gilt also f(x) > *=5°* fiir jedes
z € Is(xo) C [a,b] und |I5(zo)| > 0.

Beachte: der Grund weshalb wir mit [a,b] schneiden ist, dass die Funktion nur auf [a, b] stetig
ist und zg konnte an den Réandern des Intervalls liegen. Es ist nun einfach einen Widerspruch
zur Annahme, dass das Integral positiv ist zu erzeugen. Es ist

b
dx = dx + d
lumnx Ammmuuﬂxd@muw|x

|f (o) |f (o)
2/15($0)|f(m)|dxz 5 15(1-0)1dXZ 5 s(o)] > 0.

Aufgabe T1:

(i) Wir beobachten, dass fiir jedes = € [0, 1] und jedes n € N

2n3 12
(1+ nda?)?

1
n2

1

1
3,.2
= 5 lom*a®)] < — lglle.

[fn(2)| =

wobei g : [0,00) = R, y — —%—. Wegen

(14y)2-
2y y?+1
=1- <1
‘(ler)2 (1+y)? ~ v € [009),

ist ||g|l < 1. Also ist f, = 0 auf [0,1] fiir n — oco. Nach Satz im Abschnitt 12.15 des
Skriptes gilt

lim /0 () = / lim_f,(x)de = 0.

1
n—00 0"



(ii) Es gilt
—00

1 1 In(1 4+ n) rHospital e
lim dz = lim = [In(1+nz)]l_, = lim ————= "2 jim 47 —q
n—oo g 1+ nz n—oo n Nn—00 n n—oo 1

—00 #0
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