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Aufgabe 72:

Bei der DGL handelt es sich um eine Differentialgleichung mit getrennten Verénderlichen (sieche
Abschnitt 13.4 des Skriptes). Betrachte zunéchst den Fall |ug| < 1 und 16se formal

uo= tvV1—u?
t u/(s) /u(t) 1 t
= ——ds = —dnp = / sds
/o V1 —u(s) w /1 —n? 0

- [arcsm(ﬁ)]ngm Y

2
= u(t) = sin (2 + arcsin(u0)> :

Diese Losungsformel kann nicht fiir alle t € R giiltig sein, denn wegen der DGL muss © monoton
wachsend fiir ¢ > 0 und monoton fallend fiir ¢ < 0 sein. Tatséchlich gilt sie auf dem grofiten
Intervall I, welches die Startstelle 0 enthilt und auf dem +/1 —u? nicht verschwindet (vgl.
Abschnitt 13.4 des Skriptes), also

I=(—a,a), wobei a=+/m— 2arcsin(ug).

VteR

u(t) = {sin (% + arcsin(uo)) ,  falls |t]| < a,

1 sonst

der einzige Kandidat fiir eine maximale Losung des AWPs. Tatséchlich ist die Fortsetzung in
a stetig und wegen

2
lim «/(t) = lim 2tcos <7; + arcsin(u0)> = 2acos (g) =0= lim /(¢

t—a— t—a— t—a+

=0

differenzierbar. Wegen Symmetrie gilt das auch fiir —a. Schliellich ist die DGL auf ganz R
erfiillt.

Falls ug = 1, ist u : R — [—1,1], ¢ — 1 die eindeutige, maximale Losung des AWPs: Natiirlich
ist u eine maximale Losung. Angenommen, es gébe eine weitere Losung @ : I — [—1,1]. Wegen
der bereits erwéihnten Monotonie, nimmt 4 in £ = 0 sein globales Minimum uy = 1 an. Also gilt
tatsdchlich @ = u|; = 1.

Falls ug = —1, ist u = —1 eine maximale Losung. Falls eine Losung von dieser Konstanten (nach
oben) abweicht, kann man ihre Gestalt wieder mit der Trennung der Verdnderlichen berechnen
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(vgl.

den Fall Jup| < 1). Also hat jede Losung die Gestalt

(1 fir t < —\/2m + t2,
2

sin (5 -9 -3) fir -2+ B<t<—t,

u(t) =< -1 fiir —t; <t <t Vi € R
2

sin(%—%—g) fiir to <t < /27 + 2,

(1 fiir \/2m + 43 <t

mit beliebigen Konstanten t1,t2 € [0, 00]. I

Aufgabe 73:

(1)

Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine Differentialgleichung mit getrennten
Verénderlichen. Lose formal (vgl. Abschnitt 13.4 des Skriptes)
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Beachte, dass wir nun den logarithmus bilden wollen. Die rechte seite ist positiv falls
r > tan(—n/4) = —1, Damit ist y : (=1,00) — R mit y(z) = In(arctan(z) + §) die
maximale Losung.

Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine lineare Differentialgleichung erster
Ordnung (siche Abschnitt 13.3 des Skriptes). Berechne

A(z) :/ otdt = a2,
0

/ e ) sds = |:—1€_82:| -1 (1 - e_t2> .
o 2 2

s=0

sowie

Nach der Variation-der-Konstanten-Formel ist

Lo o [t e 2 1
y(x) = e +e e ¥sds=e" — =
2 0 2

fiir alle z € R die maximale Losung des Anfangswertproblems.

Aufgabe 74:



(i) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine Differentialgleichung mit getrennten
Verénderlichen. Lose formal (vgl. Abschnitt 13.4 des Skriptes)

dy = e %y?
dz
1 —x
W—2dy = xe “dx
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1 n 0
1 y(z) z T = =
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Dabei ist © € I = (—1,00) — das groBte Intervall mit 0 € I und y(z) # 0 fiir alle z € I.

Dieses y ist die maximale Losung, denn y lidsst sich wegen lim,_, 14 y(x) = oo nicht stetig
nach links fortsetzen.

(ii) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine lineare homogene Differentialglei-
chung erster Ordnung (siehe Abschnitt 13.3 des Skriptes). Berechne

e 2 1, ‘ x?
A(zx) = /0 s+ T2 ds = 28 + 2 arctan(s) ) =3 + 2arctan(z).
s=

Nach der Variation-der-Konstanten-Formel ist

2
y(:l?) _ 6%+2 arctan(z)

fiir alle z € R die maximale Losung des Anfangswertproblems.
Aufgabe 75:

(i) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine Differentialgleichung mit getrennten
Veranderlichen. Lése formal
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Die obige Formel gilt auf dem groBten Intervall I mit 0 € I, —(y(z))2# 0und 2 —1 < 0
fiir alle x € I — also I = (—o0,1). Wegen lim,_,; y(z) = —oo, ist y nicht weiter nach
rechts fortsetzbar und I ist das maximale Existenzintervall.

(ii) Die Differentialgleichung ist eine lineare Differentialgleichung. Thre Losung ist durch die
Variation-der-Konstanten-Formel

y(a) = elo 1€ y(0) + elo 1d€/ e~ o198 (1 4 pydy
0

fir alle z € R gegeben. Berechne

/ 1d¢ = T,
0

v —n Part. Int. 1. T Z —n
/0 e (L4+n)dy 7= E (1+77)]n=0+/0 e~"dn
=1 =g(n)

x

= 1—(1+xz)e ™ —[e] =0

=2—(24x)e "
fiir alle z € R. Folglich ist y(z) = 2¢* — 2 — z fur alle x € R.

O

Aufgabe 76:

(i) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine Differentialgleichung mit getrennten
Verédnderlichen. Lose formal

dy sin(y)
dr x
~ dy— 1 = lda/:
sin(y) x
y(z) x
. sy i
vgl. A66(iv) n y(w) . z
0 o n ()]~ ol
< In <tan <y(2x)>> = In(2x)
< y(z) = 2arctan(2x).

Die obige Formel gilt auf dem grofiten Intervall I mit § € I, sin(y(z)) # 0 und 0 < x fiir
alle z € I (letzte Einschrinkung kommt von der DGL). Wegen

0 < y(z) =2arctan(2z) <7

ist I = (0,00). Dies ist das maximale Existenzintervall.

(ii) Die Differentialgleichung ist eine lineare Differentialgleichung. Thre Losung ist durch die
Variation-der-Konstanten-Formel

T @ x
y(x) = e I T y(0) e 12&‘15/ elo l%sdf—l dn
0 -n



fiir alle z € (—o0, 1) gegeben.

Es gilt

x 2 . B
- [ 12ete = PO -9l = 2m(—a)

z 1 r 1 1 1 v 1 1
—21In(1-n) d _ / dn == [ :| —— ( _
/0 ‘ =y o -T2 [T np p=0 2 \(1—2)?

1—(1—2x)
2

fiir alle x € (—o0, 1). Folglich ist y(x) = ® fiir alle € (=00, 1).
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