Institut fir Analysis WS2022/23
.* apl. Prof. Dr. Peer Christian Kunstmann 05.02.2023

Karlsruher Institut far Technologie Marvin SChulZ, MSC

Ho6here Mathematik I fiir die Fachrichtung Physik

Losungsvorschlidge zum 12. Ubungsblatt

Aufgabe 77:

(i) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine lineare, inhomogene Differentialglei-
chung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten (siehe Abschnitt 13.5 des Skriptes).
Das charakteristische Polynom ist durch

p(A) =X +204+2 VAeC

gegeben und hat genau die Nullstellen A\; = (—1 —i) und Ao = A\; = (—1 + 1), jeweils mit
Vielfachheit eins. Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung lautet daher

yn(z) = Cre”* cos(x) + Coe™ " sin(x) Vx € R,
mit freien Konstanten Cp,C5 € R.

Fiir eine partikuldre Losung v, der inhomogenen Gleichung machen wir den Ansatz ,,von
der Form der rechten Seite*

yp(x) = ze™ ¥ [C cos(z) + Cysin(x)]
und berechnen

yp(z) = e *[—(Craxcos(z) + Coxsin(z)) + (C cos(z) 4 Cosin(z))
+(—xCy sin(z) + 2Cy cos(af))]
= e "[C)cos(z) + Cysin(x) + (Cy — Cr)z cos(z) — (C1 + C2)x sin(z)],
yy(x) = e [=(Cyicos(x) + Cysin(z) + (Cy — Cr)z cos(x) — (C1 + Cy)xsin(x))
+(—Cysin(x) + Ca cos(x)) + (Co — C)(cos(x) — xsin(x))
—(Cy + Co)(sin(x) + x cos(x))]
= e T[2(Cy — C1)cos(z) — 2(C1 4+ Co) sin(z) — 2Cex cos(z) + 2C x sin(x)] .

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

Yl(@) + 20,(2) + 2pp(@) = € cos(a)
& (2(Cy — Ch) cos(x) — 2(Cy + Cy) sin(z) — 2Cyx cos(x) + 2C x sin(x))
+2(C4 cos(x) + Cysin(x) + (Co — Cy)x cos(z) — (C1 + C2)xsin(x))
+2(Crx cos(x) + Cozsin(z)) = cos(x)
< 205 cos(z) — 2C sin(x) = cos(z)
< (2C5 — 1) cos(x) — 2Cy sin(x) = 0.

Koeffizientenvergleich ergibt C; = 0 und Cy = 3. Damit ist y,(z) = Zsin(z)e™® eine

partikulédre Losung der inhomogenen Differentialgleichung.
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(i)

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung lautet also

y(z) = Cre”* cos(x) + Cae” * sin(x) + gsin(m)e*’” Ve e R

mit freien Konstanten C1,Cs € R. Diese werden wie folgt durch die Anfangsbedingungen
festgelegt

y(0) = [Cle cos(z) + Coe™ ¥ sin(x) + gsin(x)e_l’ T C1=0
=Cy = 0,

y'(0) = [Cge cos(z) — sin(z)) + %e*x(—x sin(z) + sin(z) + x cos(z)) - =y Lo
=Cy = 0

Also ist y = y, die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems.

Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine lineare, inhomogene Differentialglei-
chung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten (siehe Abschnitt 13.5 des Skriptes).
Das charakteristische Polynom ist durch

gqN) =X -2\ +1 WvaeC

gegeben und hat genau eine doppelte Nullstelle Ay = 1. Die allgemeine Losung der homo-
genen Gleichung lautet daher

yp(x) = Cre” + Coze” Vo € R,

mit freien Konstanten C7,C5 € R.

Fiir eine partikuldre Losung v, der inhomogenen Gleichung machen wir den Ansatz ,,von
der Form der rechten Seite*

ypl) = Cae”

und berechnen

y;(x) = Ce®(2% 4 2x),
yp(x) = Ce® (2% 4 2z + 22 + 2)

= Ce"(x? + 4z + 2).

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

Yp () = 2y,(2) + yp(z) = €”

e C((@? +4x+2) — 2% +22)+2%) = 1
< 2C 1

1
s C = 3

Damit ist yp(z) = %er eine partikulidre Losung der inhomogenen Differentialgleichung.

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung lautet also

2
y(x) = Cre® + Cozxe” + %ex Vr € R,



mit freien Konstanten C1,Cy € R. Diese werden wie folgt durch die Anfangsbedingungen

festgelegt
z? !
y(0) = |:016x + Coxe® + 26:0] =Cy1=1
=0
=C7 = 1,
2
y'(0) = [ew + Co(x + 1)e” + (a:z + x) ex] =14 Ch =
=0
=Cy = 1

Also die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems durch y(x) = e® (1 + x4+ %)
fiir alle x € R gegeben.

Aufgabe 78:

(i) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine lineare, inhomogene Differentialglei-
chung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten (siehe Abschnitt 13.5 des Skriptes).
Das charakteristische Polynom ist durch

1
p(A)=A2+A+Z vieC

gegeben und hat genau eine doppelte Nullstelle A\; = —%. Die allgemeine Losung der
inhomogenen Gleichung lautet also

yn(z) = Cre™ 2 + Come™ 2 Vx € R,
mit freien Konstanten C7,Cs € R.

Fiir eine partikuldre Losung y, der inhomogenen Gleichung machen wir den Ansatz ,,von
der Form der rechten Seite“

yp(x) = Cale™2

und berechnen

vpla) T ype) + = = eE
_z 2 2 2
e~ 240 x x T B
< C<(4 2x—|—2>+<2:r: 2>+4> =1
=20 = 1
1
S0 = -
2



Damit ist y,(z) = %267% eine partikulire Losung der inhomogenen Differentialgleichung.

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung lautet also
y(z) = Cre” 2 + Coxe™ 2 + ?e_f Vr € R,

mit freien Konstanten C7,Cy € R. Diese werden wie folgt durch die Anfangsbedingungen
festgelegt

2
y(0) = I:CIQS + Chze™ 7 + a;e§:| = 19
=0
=0 = 1,
1 = " 2 ) 1

/0 = [gira(- et (S ] mamgh
3
= CQ - 5

Also ist )
y(x) = <1+ S o )e”z” Vz € R

die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems.

Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine lineare, inhomogene Differentialglei-
chung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten (siehe Abschnitt 13.5 des Skriptes).
Das charakteristische Polynom ist durch

p(A) =X —-22=)\A—-2) WVreC

gegeben und hat genau die Nullstellen A\; = 0 und Ay = 2, jeweils mit Vielfachheit eins.
Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung lautet also

yi(z) =C1 + Coe?® Vr € R,

mit freien Konstanten C7,C5 € R.

Setze fi(x) = —2x, fa(z) = sin(2x) fiir alle x € R. Bestimme partikulére Losungen fiir die
Inhomogenitéten f; bzw. fs jeweils durch einen Ansatz ,,von der Form der rechten Seite*.

e f1 (Nullstelle des charakteristischen Polynoms): Mache Ansatz
yz(,l)(a:) = z(ag + a1z) = apr + a1z’ (x € R).
Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

y}(}l)”(l') — 2y}()1),($ = fl (fL‘) R 2a1 — 20,0 — 40111' == _2:17

Koeff.-Vergleich
ol greee 2 A 2a; —2a9=0

L 1
— apg=a; = —.
2 0= %7y

—4(11 =

al =

Also ist y})(as) = w fiir alle z € R eine partikuldre Losung zur Inhomogenitét f7.



e f5 (keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms): Mache Ansatz
yl(f) (z) = (ap cos(2x) + a1 sin(2x)) (x € R).

FEinsetzen in die Differentialgleichung liefert

u?" (@) = 27 (1) = fala)
< —4ag cos(2z) — 4ay sin(2z) + 4ag sin(2z) — 4a; cos(2x) = sin(2x)
Koeﬁ'_grglemh —4dag—4a1 =0 A —4day+4ag=1
1
ag=—a1 N\ ag= g

Also ist y2(z) = L(cos(2z) — sin(2z)) fiir alle z € R eine partikulire Lésung zur
Inhomogenitit fs.

Insgesamt ist

z(1+z) 1

y(x) = C1 + Cre®® + 5+ g(cos(2a:) — sin(2x)) VreR

die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung mit freien Konstanten C1, Cy €
R. Diese werden wie folgt durch die Anfangsbedingungen festgelegt

11
0) = C1+Cr+=-==
y(0) 1+ Gt o=
= Cl = —02’
! 2x 1 1, . 1
y(0) = 202 + 5 + @ — 1 (sin(22) + cos(2x)) =205+ =0
x=0
1
= CQ = —g
Also ist )
1 —e*® 1 1
y(z) = 86 + el ;—x) + g(cos(Zx) — sin(2x)) Vr e R

die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems.

Aufgabe 79:

(i) Fir jedes b > 2 gilt

b vmev [0 1 170 1 1
e dp "= —dy =~ |~ - S
5 z(In(x)) de=adys Jin(2) Y Ylyemey (2)  In(b)

Folglich ist das uneigentliche Integral f;o de konvergent und es gilt

> ot e 11y 1
L um@»ﬂxzﬁﬂ,Qﬂm@»ﬂx_ﬁﬁ(m@)1mm)_m@y




(ii) Fiir alle 0 < x < 1 gilt 22 < x < \/z. Damit folgt

1 1 1
<‘2\/5—m2 T Vit (Wa-af) Vm
>0

fir alle 0 <z < 1. Sei 0 < a < 1. Es gilt

/ —d;z_2 [Vz],_, =2-2/a 5=

Also ist das uneigentliche Integral fo ﬁdx konvergent. Nach dem Majorantenkriterium

aus Abschnitt 14.4 des Skriptes ist auch das Integral fol M%ﬂdx (absolut) konvergent.

2017
(iii) Fiir alle z € [1,00) gilt 14 3 cos?™7(z) > § und folglich #(m) > 5 > 0. Ferner ist

< ] . b1 1. b 1

—dz = lim —dz = - lim [In(z)],_; = = lim In(b) = co.
1 2x b—oo J1 2x 2 b—oo = b—oo

Nach dem Minorantenkriterium fiir une1genthche Integrale aus Abschnitt 14.4 des Skriptes

00 1+ cos?017 ()

ist auch das uneigentliche Integral f dz divergent.

g

Aufgabe 80:

(i) Fiir jedes z € (0, ) gilt

. Dk ok+1 —1)FH op 1
1 1 z—sin(z) h=0 2k+)1)'x - Zk 1 2k+1
sin(z) «  xsin(z) x sin(z) sin(z)

T

Alle vorkommenden Potenzreihen haben unendlichen Konvergenzradius. Die Funktion
T — % ldsst sich stetig auf R fortsetzen, wobei die Fortsetzung in 0 keine Nullstel-
le hat. Folglich ist das Integral bei 0 nicht uneigentlich.

(ii) Fir jedes b > 0 gilt

b b
— Part. Int. — b — 1
T In(1 d = —le7?In(1 r d
/0 e In(l+x)de [e™ In( —1—1:)]900—1—/06 T+
F@ g
log(1 b 1
= _70g( b+ b) +/ e ” dzx.
& 0 1 + x
Wegen
log(1 + b) 1'Hospi 1
lim Lj) PHospital 4 ———— =0
b—oo e b—o0 (1 —+ b) e
~—~ —~~
—00 #0

ist das uneigentliche Integral fooo e ?log(l + z)dx genau dann konvergent, wenn das un-
eigentliche Integral fooo + ——dx konvergent ist. Dieses ist tatséichlich der Fall nach dem
Majorantenkriterium aus Abschnitt 14.4 des Skriptes. Fiir alle 0 < z < oo gilt

1

o0 b

_ _ _ . _ . _1b L

e * <e™*, und e *dx = lim emd:chrn—[e ’3] _Ozl—hmebzl.
1+2 0 b—oo Jo b—o0 = b—oo




(iii) Wir untersuchen den Integranden ,,in der Nihe der unteren Grenze“. Es gilt

log(z) < log C) B

fiir alle 0 < x < % Ferner folgt aus der Potenzreihendarstellung des sinh

oo oo
1
0 < sinh _ _ - 2n+1 2n+1
n=0 n= 1
Inde);Shift i # 2n+3 __ .’L'S i
:0(271—1—3) no 2n+3

=:h(z)>0

fiir alle z € R. Die durch den obigen Ausdruck definierte Funktion h : R — R™ ist als
Potenzreihe stetig und nimmt auf [O, é] ihr Maximum M an. Folglich gilt
xIn(z) N x1n(e) 1

— >
sinh(z) —x — a3h(z) — 22M

fiir alle 0 < x < % Wegen

/;1d R U 5 R 4 WA NPT
aa:QMx_M:cx:a_Mae o

ist das uneigentliche Integral fo — de divergent. Nach dem Minorantenkriterium aus
Abschnitt 14.4 des Skriptes ist dann auch das uneigentliche Integral

1
3 /e ‘ zln(x) de
o sinh(z) —x

divergent. Nach Definition aus Abschnitt 14.1 des Skriptes ist das uneigentliche Integral

ebenfalls divergent.



