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Aufgabe 1 (Ubung):
Sei (ay,) eine reelle oder komplexe Zahlenfolge. Zeigen Sie, dass (a,,) genau dann konvergiert, wenn (asz,)
und (asp+1) konvergieren und lim, o a2, = limy, 00 Gon41 gilt.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:

e = Sei (a,) konvergent gegen a € C. Zu zeigen ist, dass ag, — a und ag,+1 — a fir n — co. Sei
dazu € > 0 vorgelegt. Da a,, — a, existiert ein ng(e) so, dass |a, — a| < ¢ fur alle n > ng(e). Wegen
2k + 1> 2k > k fur alle k € N, gilt erst recht |ag, — a| < € und |ag,4+1 — a| < € fiir alle n > ng(e).
Dies beweist die Konvergenz von (agy,) und (az,+1) gegen a.

e <: Seien (ag,) und (ag,+1) konvergent gegen ein a € C. Zu zeigen ist, dass (a,,) gegen a konvergiert.
Sei dazu ein € > 0 vorgelegt. Da ag,+1 — a und ag, — a, existieren nq(g),n2(e) € N derart, dass

Vn > ni(e) : |agny1 —al <e und Vn > na(e) : lag, —al <e

Definiere ng(e) := max{2n;(e) + 1,2ns()}. Fiir alle n > ng(e) gilt |a, —a|] < &, denn: Ist n >
no(e) ungerade, also n = 2k + 1 fiir ein k € Ny, so gilt

n=2k+1>ng(e) >2n1(e) +1 =k > ny(e).
Ist n gerade, also n = 2k fiir ein k € N, so gilt
n =2k > ng(e) > 2na(e) = k > na(e).
In beiden Fallen gilt nach Voraussetzung |a, — a| < e.

Aufgabe 2 (Tutorium):
Sei (ay) eine Folge in R mit « := limsup,,_, . a, und 8,7 € R mit v < o < .

(i) Zeigen Sie, dass a,, < 3 fir fast alle n € N gilt.

(ii) Zeigen Sie, dass a,, > ~y fiir unendlich viele n € N gilt.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:
Mit der Definition vom limsup gilt fur b, = sup{a,, : m > n}, dass lim,_,c b, = limsup,, , . a, = a.

(i) Seie:=pf —a > 0, damit existiert ng € N, sodass fiir alle n > ng gilt |b, — a| < €. Es folgt fir alle
n > ng, dass
np < SUp Gy, = b, =by, —ata<et+a=0.

m>n

Somit gilt a,, < B fiir fast alle n € N.
(if) Wir beweisen die Annahme mit einem Widerspruch. Angenommen es existieren nur endlich viele
an, sodass a, > . Damit existiert ngp = max{n : a, > v} und somit gilt fiir alle n > ng + 1 dass

an < 7. Damit gilt fir alle n > ng + 1, dass b, <y und lim,, . b, <7 < a was ein Wiederspruch
ist.
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Aufgabe 3 (Ubung):
Untersuchen Sie die nachstehend definierten Folgen auf Konvergenz und bestimmen Sie ggf. den jeweiligen
Grenzwert.

: _ (6n%+3n—4
() (an) = (S5E2t)

(bn) = (V2" +3") o0
(iii) (9 +2n+4+1-— ?yn)neN7
=((1=2) ) per

() (ea) = (" nl)

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:
(i) Es folgt

nGN'

6n>+3n—-4 L4354
lim a, = lim ————— = lim A—"—™""

n— 00 n—oo 1 4+n? + 5n3 n—co %«{»%4»5

=0.

(ii) Es gilt fiir alle n € N
b, = V27 437 > V3" =3,

b, = /27 T30 = ;/1+ Py

Wegen {/2 — 1 (Beispiel 6.5 (2
6.3 des Skriptes) lim,, o by, =

sowie

) der Vorlesung), gilt nach dem Sandwichtheorem ((3) in Abschnitt
3.
(iii) Es gilt fiir alle n € N

VOn? +2n+1+43
— V9 +2m+1-3n = ( 9n2+2n+1—3n)- nmhentldon
VIn2+2n+1+3n

o2n+1 241

VorZ+2n+1+3n /9+%+#+3'
1

Mit den Rechenregeln fiir Grenzwerte und dieser Darstellung folgt lim,, o a, = \/§2+3 =3

(iv) Fir jedes n > 2 gilt
d, = oLy _ n (14
n n n—1 n—1
—1 1-n 1
1 1 1—=
— (1+1> -<1+ 1) ="
n- (1+:4)

Der Zahler konvergiert mit Mitteln der Vorlesung gegen 1. Der Nenner konvergiert nach Abschnitt

6.6 des Skriptes gegen die Eulersche Zahl. Also gilt lim,,_oc dy, = 2.

(&

(v) Konvergente Folgen sind beschrankt (Satz im Abschnitt 6.2 des Skriptes). Wir zeigen, dass (d,)
unbeschréankt ist und damit nicht konvergent sein kann. Sei dazu k € N. Es ist

2k =2k-(2k—1)-...-(k+1)-k-...- 1>k~

k Faktoren, jeder >k 21

Fiir alle n € N gilt damit
dop2 = (2n2)! /n2n® — .

Da die natiirlichen Zahlen nicht nach oben beschrénkt sind (Satz (2) im Abschnitt 4.7 des Skriptes),
ist (dy)nen in der Tat nicht nach oben beschréankt.
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Aufgabe 4 (Tutorium):
Untersuchen Sie die nachstehend definierten Folgen auf Konvergenz und bestimmen Sie ggf. den jeweiligen

Grenzwert.
. 2_ 3
0) (an) = (55 — 57,

(i) (by) = (V4n® + 8064n + 2016 — 2n)

neN’?

Vn++/n—/n fir ungerade n
(iv) (dn) = ((1 + #)")nGN’

() (en) = (8525) a0 fest.
ne

l 34+4i n f
(iii) ¢, = {2 +(55Y) ir gerade n, (neN),

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:
(i) Es folgt

. . (n?=1 nP+1 M2 =1)(n%2+1) -+ 1)(n+3)
lma, = Ilm|———— | = lim
ont=1—n'+3n>+n+3) . =3P -n—4
= lim = lim ————
n—oo (n?2+1)(n+3) n—oo (n? 4+ 1)(n + 3)
_ 1 4
= i oL — 3
(AT

(ii) Fir alle n € N gilt

V4n2 + 8064n + 2016 — 2n

(\/4n2 180647 + 2016 — 2n)

VAn2 + 8064n + 2016 + 2n
V4n2 + 8064n + 2016 + 2n
3. Binom. 4n? 4 8064n + 2016 — 4n?

V4n? 4 8064n + 2016 + 2n
8064n + 2016

V4An2 + 8064n + 2016 + 2n
8064 + 201

8064 2016
2( 1+ I + Inz + 1)

Mit den Rechenregeln fiir Grenzwerte und dieser Darstellung folgt

8064 + 2016 8064
lim \/4n2 + 8064n + 2016 — 2n = lim n =5
n—oo n— 00 2( /1 + 8224 =+ 24(;126 + 1 .

(iii) Betrachte die Teilfolgen (co)ren, sowie (car+1)ken. Es gilt ‘3'1*'—541| = \,91ng6 = ‘{—2755 = % und damit

limy o0 (3+4i)2k = 0. Hieraus folgt

15
i i L (34 o
hovoo 2 T 0 2 15 2

= 2016.

Ferner gilt

lim copry = lim \/(2k +1)+V2k+1-v2k+1
k—o0 k— o0
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hroo \/(2k+1)+\/2k+1+\/2k+1 B 14 e 1 2

Nach Aufgabe 1 folgt, dass (¢, )nen gegen % konvergiert.

= lim (\/(2k+1)+\/2k+1\/2k+1>~

k—o0

2
(iv) Nach Abschnitt 6.6 des Skriptes konvergiert (d,) := ((1 + n%)” ) gegen die Eulersche Zahl. Ins-
besondere ist (€,) beschrénkt, etwa €, < 4 fiir alle n € N. Es gilt fiir alle n € N

1\" 1 n2
1§€n:<1+2> :"(14-2) S(L/‘I
n n

Wegen {/4 — 1 (Beispiel 6.5 (2) der Vorlesung), gilt nach dem Sandwichtheorem ((3) in Abschnitt
6.3 des Skriptes) lim, o0 en, = 1.

(v) Wir unterscheiden die folgenden drei Falle und benutzen jeweils die Ergebnisse des Kapitels 6 des
Skriptes.
o Ist a > 1, so gilt % < 1 und damit limnﬁm(l)% = 0. Es folgt

a

_ .a"—a™" o 1—a™  limyol— (%)%
lim e, = lim —— = lim = 5 = L.
n—00 n—oo " +a~" noo 14 g 2" lim,, oo 1 + (l) n
a
e Ist a =1, sogilt fir allen € N
a”—a " 0 0

aTL + a—7L 2
und damit lim,,_, . e, = 0.

o Ist a < 1, so gilt lim,,_,o, a®” = 0. Es folgt

. . a'fb _ a—n
lim e, = lim —— =

a® —1  lim, e a®® —1
1m 5 = — 5 =
n—co nooo " +a™ " n—ocoa*™ 41 lim, a4+ 1

—1.

Aufgabe 5 (Ubung):
Untersuchen Sie die durch

ar =2, apt1 =V2+a, (neN)
rekursiv definierte Folge (a,,) auf Konvergenz und bestimmen Sie ggf. ihren Grenzwert.
Losungsvorschlag zu Aufgabe 5:

Angenommen, (a,,) ist konvergent gegen a € R. Induktiv sicht man ein, dass a,, > /2 > 0 fiir alle n € N.
Nach (3) im Satz aus dem Abschnitt 6.3 des Skriptes gilt also a > 0. Ferner gilt

a= lim a, = lim ap,y+; = lim v2+a, = lim 2+4+a, =,/2+ lim a, =VvV2+a.
n—oo n—oo n—oo

n— oo n—o0

Auflésen nach a liefert

a 1 1 1 1
a? =2 +al éoa2:2+a<:>a2—a—220<:>a€{2—\/4—&-2,2—#\/4—#2}:{—1,2}.

Wegen a,, > 0 fiir alle n € N, ist a = 2 der einzige Kandidat fiir den Grenzwert. Wegen a; = /2 < 2
liegt die Vermutung nahe, dass (a,) monoton wachsend ist. Fiir n € N gilt

2+ a, —a
Gl = e = V2 = ey 2
n n
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1\? 1
& aian2<an2> 7271§0
- 1 2<9
an— =] < -
2 4
an>v2>% 1 3
& W< -+o=2
an =5+ 5

Also ist (a,,) monoton wachsend, falls a,, < 2 fur alle n € N. Die letzte Aussage beweisen wir durch
vollstdndige Induktion iiber n.

e IA (n=1): In der Tat ist a; = v/2 < 2.

o IS (n~ n+1): Sein € N beliebig. Fiir dieses n gelte die IV a,, < 2. Dann gilt fiir n+1 tatséchlich

()
np1 =2 Fa, < V2H2=2.

Also ist (ay,) nach oben beschrankt und monoton wachsend. Nach dem Satz aus Abschnitt 6.4 des Skriptes
ist (a,) konvergent. Nach Obigem ist lim, o a, = 2.

Aufgabe 6 (Tutorium):

Untersuchen Sie die durch
2+ 4a,

4 + 3a,

rekursiv definierte Folge (a,) auf Konvergenz und bestimmen Sie ggf. ihren Grenzwert.

a; =1, Apy1 = (n €N)

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6:
Angenommen, (a,) ist konvergent gegen a € R. Induktiv sieht man ein, dass a,, > 0 fiir alle n € N. Nach
(3) im Satz aus dem Abschnitt 6.3 des Skriptes gilt also a > 0. Ferner gilt

i i i 2+4a, 2+44a
a = lim a, = lim a,+; = lim = )
n— 00 n—00 +1 n—oo 4 + 3a, 4+ 3a

Auflésen nach a liefert

4a+3a2:2+4a<:>a2:§a<%0a: %

Also ist a = \/g der einzige Kandidat fiir den Grenzwert. Wegen a; = 1 > a, liegt die Vermutung nahe,
dass (a,) monoton fallend ist. Fiir n € N gilt

_ 2+4a,
4+ 3a,

n=>0

a, 2 a 2
—a, <0 §02+4an§4an+3ai©§§ai YIS \/>§an.

an+1 — Qp

Also ist (a,,) monoton fallend, falls a, > \/g fiir alle n € N. Die letzte Aussage beweisen wir durch
vollstdndige Induktion tiber n.

e IA(n=1): Inder Tat ist a; =1 > \/g

o IS (n ~» n—+1): Sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte die IV a, > \/g Dann gilt fir n + 1
tatséchlich

2 4 >0 4 2+ 4a,\? _ 2 ) )
Y it = > 2 e 3(244an)? > 2(4 + 3a,
N (3] 22 o sz 10, 2 20+ 30,

o 2
& 12+ 48a, + 48a2 > 32 + 48a,, + 1842 < 30a2 > 20 5" a, > \/; & (IV).

Also ist (ay,) nach unten beschrankt und monoton fallend. Nach dem Satz aus Abschnitt 6.4 des Skriptes
ist (a,) konvergent. Nach Obigem ist lim,, o, a, = \/g .
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