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Aufgabe 1 (Ubung):
(a) Seiay = E/i fiir n € Ny.
(i) Zeigen Sie, dass die Reihe Y 7 a, konvergiert.

(ii) Zeigen Sie, dass das Cauchyprodukt von Z;’LO:O a,, mit sich selbst divergiert. Wieso widerspricht
dies nicht dem Satz tiber das Cauchyprodukt?

s seien die Reihen — 0y un —obn gegeben durch a9 = —1,a, =1 (n € sowie by =
b) Es seien die Reil o d> b ben durch 1 1 N ie b
2,b, = 2" (n € N). Zeigen Sie, dass das Cauchyprodukt beider Reihen absolut konvergiert.

(c) Gegeben seien die Reihen Y > ja, und > >~ b, durch a, = 27" und b, = 37", und >, ¢,
sei deren Cauchyprodukt. Berechnen Sie den Reihenwert Y~ ¢, direkt sowie mithilfe des Satzes
iiber das Cauchyprodukt.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:
a i) Behauptung: Die Reihe _o Gn konvergiert.
(a) (i) Behauptung: Die Reihe 37,7 ; a, konvergi

Beweis: Die Folge ( \/1T) ist eine monoton fallende Nullfolge. Nach dem Leibnizkriterium ist

die Reihe Y~ , 5/7 O

(ii) Behauptung: Das Cauchyprodukt von Y -, a, mit sich selbst divergiert.

Beweis: Wir bezeichnen dieses Cauchyprodukt mit ZZOZO ¢n. Dann gilt fiir n € Ny:

- — (—1)"~ 1
n = ek = . = (—=1)" ]
‘ kz::)aka * kz::o\/’fﬂ” Vn—k+1 ( ),;)\/n—k+1\/k+1
Weiter gilt:

i 1

leal = Z\/ —k+1\/k+1 Z \/ 1 =(+1) T

somit ist (c,) keine Nullfolge und die Reihe Y~ ¢, ist divergent.
Diese Aussage widerspricht nicht dem Satz iiber das Cauchyprodukt, da dieser Satz nur an-
wendbar ist, wenn die Reihe ZZO o @n absolut konvergiert. Dies ist hier nicht der Fall, da die

Reihe 0% olan| = > 0", \/an m=ntl P \/E nach Vorlesung divergiert. O

=1

)

(b) Wir berechnen die Koeffizienten ¢,, des Cauchyprodukts. Zunéchst ist co = agbgp = —2. Firn € N
gilt:

n n—1 n—1
Cp = Zan_kbk = apby + Z Ap_kbr + agb, = 2 + Z ok _ on

n—2 1— 271,—1

l=k—1 n l n
="2-2 2 22=2-2 2— =0.
+22 A

Somit gelten Y7 (¢, =2, Y07 |en| = 2 und die Reihe ist absolut konvergent.
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(¢) Teil 1: Wir berechnen das Cauchyprodukt direkt. Zunéchst berechnen wir mit den Formel fiir
geometrische Summen ¢, (vgl. 6.5 (4) im Script):

n n . (§)7l+1 _1
Cn = agbp p=3"> (3) =3 2p——=3.27"-2.37"
k=0 k=0 71

Wir erkennen hier zwei geometrische Reihen, und erhalten so den Reihenwert:
oo oo o0 1
doen=3) 27M-2) 3M=3 52— =3
n=0 n=0 n=0 2 3

Teil 2: Wir berechnen den Reihenwert mit der Formel fiir das Cauchyprodukt. Die ist hier anwend-
bar, da beide Reihen Y~ ja, und Y~ , b, absolut konvergieren. Also gilt

S () (Ee) -

=3.

1 1
2 3

Wir erhalten also mit beiden Methoden den gleichen Grenzwert.

Aufgabe 2 (Tutorium):
Bestimmen Sie jeweils alle z € C, fiir welche die Reihe konvergiert und fiir diese z auch den Reihenwert.

(@) > nz" () 3 n2en

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:
Der Konvergenzradius beider Potenzreihen ist 1, da

lim ¢/n= lim Vn2=1

n— oo n—oo
gilt.

Somit sind beide Reihen fir alle z € C mit |z| < 1 konvergent und fur alle z € C mit |z| > 1 divergent.
Fiir |z| = 1 bilden die Reihenglieder keine Nullfolge, daher sind in diesem Fall beide Reihen divergent.

Sei nun z € C mit |z| < 1. Wir berechnen in beiden Féllen den Reihenwert.

(a) Es gilt mit dem Beispiel zum Cauchyprodukt aus der Vorlesung

n=0 k=0 n=0 k=0 n=0 k=0 n=0

Somit folgt aus der geometrischen Reihe die Formel " (n+1)z" = ﬁ Damit erhalten wir
n=0

z

an":zan”_lzzZ(n—i—l)z”: 5
n=1 n=1 n=0 (1 B Z)
(b) Aus der Vorlesung ist bekannt, dass

n2:2<2k> -n

k=0
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fiir jedes n € N gilt Damit folgt

Mit Teil @ erhalten wir schlie3lich

o0 1 Py
2._n
g nez"=2- . —
_ — )2 — 2
— 1—2z (1-2) (1-2)

:<1zz>2'<12z‘1)

- z 142
T (122 1-2
z2(142)
DR

Aufgabe 3 (Ubung):

Bestimmen Sie fiir die folgenden Potenzreihen jeweils den Konvergenzradius und die Menge aller z € C

bzw. x € R, fiir welche die Potenzreihe konvergiert.

= 1 n+1
(c) Z (2n+1)!z2 ’

n=0

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:
(a) Setze (ay) = (X4_; 3). Es gilt

1< Y]an] < 2> 1= ¢/n =551

Also ist limsup,, o V/|an| = lim, o ¥/|an| = 1, und die Potenzreihe hat Konvergenzradius R =
1 = 1. Nach Abschnitt 7.13 des Skriptes ist Yoo, anz™ absolut konvergent fiir |z| < 1 und divergent

1=
fiir |z| > 1.

Fiir |z| =1 ist

keine Nullfolge. Also divergiert die Reihe > | a,2™.
(b) Die Reihe hat die Form Y~ , a, 2" mit

et fir n = 4k,
_Jo fir n =4k + 1,
TV fien =4k 42,
0 firn=4k+3
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fir alle n € N. Es ist %/|aar| = €, */|aaks+1] =0, */|ask+2] =1 und **/|asr13] = 0 fiir alle

k € Ny und folglich lim sup,,_, .. ¥/|an| = e.

Also ift R = % der Konvergenzgadius von Zf:z anz™, und Zzozl anz™ ist absolut konvergent fiir
|z| < ¢ und divergent fiir |z > =.

Fiir |2| = e~ ! gilt fiir alle k € Ny

4ne—4n - 1.

4k| _ e4k\z|4k —¢

‘a4kz
Also ist (a,,2")nen keine Nullfolge und die Reihe Y 7 , a,,2" divergiert.

(c) Die Reihe hat die Form »_°  a, 2" mit

0 fir n = 2k,
ap = 1 ..
m furn:2k+1
fur alle n € Ny. Also ist
1 1
Oé n|an|§ — n 7_>eO:O
vn! vn! n

flir n — oo. Also hat diese Potenzreihe Konvergenzradius co und konvergiert fiir alle z € C.
Bemerkung: Diese Potenzreihe wird uns spédter noch begegnen. Die resultierende Funktion heifit
Stnus hyperbolicus.
(d) Ahnlich wie in (c) sieht man
lim sup Vn! = .

n— oo

also ist der Konvergenzradius R = é = 0. Nach Vorlesung ist die Potenzreihe genau fir z = 0
konvergent (in diesem Fall ist sie natiirlich absolut konvergent).

(e) Sei (a,) = (ﬁ) Es gilt

an

ot ldvadl Ttatya e . )
n+n 1+\ﬁ '

Also ist R = 1 der Konvergenzradius der Potenzreihe Y ° | a,2™. Die Potenzreihe ist fiir |z| < 1
(absolut) konvergent und fiir || > 1 divergent.

Ap+41

Es gilt a, > - = ﬁ fir alle n € N. Folglich ist > >~ | a,2™ divergent fiir = 1 nach dem

n+n
Minorantenkriterium.
Zuletzt ist (a,) eine streng monoton fallende Nullfolge (warum?), und damit ist > | a,z" kon-
vergent fiir £ = —1 nach dem Leibnizkriterium.

Aufgabe 4 (Tutorium):
Bestimmen Sie fiir die folgenden Potenzreihen jeweils den Konvergenzradius und die Menge aller z € C
bzw. x € R, fiir welche die Potenzreihe konvergiert.

Ly L) S 2l
(a) ;“<kz—1 \/%>z (d) Z:Z e
(b) S 2mt) () Y~ 2"

n=0 n—1 n.:

S |
(© 3 (e 20"
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:

(a)

. 2
Definiere w = % und a,, = (

Ferner ist

Also ist limsup,, ., V/|an| = lim, 0 V/]an| = 1. Nach Vorlesung ist der Konvergenzradius von
1

S panw™ gleich R = § = 1. Somit ist )~ | a,w™ absolut konvergent fiir |w| < 1 bzw. [z] < 2
und divergent fiir |w| > 1 bzw. |z| > 2.
Fir |w| =1 ist
SILIIE O g
|anw”|:2—2 - —
ovE Tk
keine Nullfolge. Also divergiert die Reihe Y 7  a,z™ fiir |2| = 2.

n=1

Die Reihe hat die Form >~  a,,2™ mit

fiir alle n € Ny. Folglich ist
limsup {/|a,| = limsup ™/ |@pm2| = lim sup /2m = lim W2 = 1.
n— o0 m—o0 m—oo m—0o0

Also ist der Konvergenzradius R = 1 = 1. Somit ist >~ | a,2™ absolut konvergent fiir [z| < 1 und
divergent fir |z| > 1.

Fiir |z| =1 ist

A2 z"2‘ = 2" und damit (a,2") keine Nullfolge. Deshalb ist > -, a,z" divergent.

Die Reihe hat die Form Z;;O:l an(z — 20)™ mit zp = 2i und a,, = n% fur alle n € N. Es gilt

1
li V0ap| = lim {/— = lim — =0.
hasup Vienl = 0, Yom =B
Nach Vorlesung ist der Konvergenzradius R = § = oo. Somit ist > an(z — 20)" (absolut)
konvergent fiir alle z € C.
. _ 2n+1 :
Sei (an)n>2 = ((nil)Q)nzj Es gilt
4 | _ 2041 (n+1-12 1 l4g oass )
ans1| (=17 2+ 1+1 (1-1)% 1+ '

Nach Vorlesung ist R = 1 der Konvergenzradius der Potenzreihe Y~

zreihe also fiir |z < 1 (absolut) konvergent und fir |z| > 1 divergent.
Es gilt

apx™. Somit ist die Poten-

_ 2n+1 2n 2
an_(n—1)2_n2_n

fiir alle n > 2. Folglich ist Y ° | a,2™ divergent fiir z = 1 nach dem Minorantenkriterium.
Fiir alle n > 2 gilt
2n+1 2n—1)+3 2 3 2 3 2(n+1)+1

i (n—1)2 (n—1)2 n—1 + (n—1)2— n+n2 2 tnt

n
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Ferner ist
2n +1 24+ L

. . 2
nh—)ngoan B nh—>H;o (n — 1)2 B nh—>H;o (1 _ l)z B
n
Also ist Y7, a,x™ konvergent fiir # = —1 nach dem Leibnizkriterium.

(e) Sei (an) = ( n ) Es gilt 1 < n! < n" fir jedes n € N. Folglich ist

Vn!
n n n (1/771 n— 00
1=¢/2 = o < o) D < VI nooo, g
\/; vnn T vn! = 1
——

=V lan|

Also ist limsup,,_, . ¥/|as| = lim, e {/]an| = 1. Deshalb ist der Konvergenzradius R = 1 = 1,
und 77 | a,2" ist absolut konvergent fiir |z| < 1 und divergent fiir |z| > 1.

Fir |z] =1 ist

n
janz"| = = e

und somit keine Nullfolge. Also divergiert die Reihe

o

noq an2™ fur |z| = 1.

Aufgabe 5 (Ubung):
Zeigen Sie mit Hilfe der Additionstheoreme die folgenden Formeln fiir alle z,w € C:

(a) sin(2z) = 2sin(z) cos(z)
(b) cos(2z) = 1 — 2sin?(z) = 2cos?(z) — 1

(c) sin(z) + sin(w) = 2sin(25%) cos(252)

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5:

(a) Das Additionstheorem sin(z +w) = sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w) liefert fiir jedes z € C die Identitét
sin(2z) = sin(z + z) = sin(z) cos(z) + cos(z) sin(z) = 2sin(z) cos(z).
(b) Ebenso folgt aus cos(z + w) = cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w) die Gleichung
cos(2z) = cos(z + z) = cos(z) cos(z) — sin(z) sin(z) = cos®(z) — sin?(2).
Aus der Formel cos?(z) + sin?(z) = 1 fiir jedes z € C folgt somit sowohl
cos?(z) — sin?(z) = (1 — sin?(2)) —sin?(z) = 1 — 2sin?(2)

als auch
cos?(z) — sin?(z) = cos?(z) — (1 — cos?(z)) = 2cos?(z) — 1.

(¢) Aus den Additionstheoremen folgt

(5 =oin (5) o () 0 (3 s (4)

und

o (557) = (e (£5) - () o (55)

z w Co/zZ\ . [w
= cos <7) cos (—) F sin <7) sin (—)
2 2 2 2
Wir erhalten schlieflich

2sin Ftw cos S
2 2
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s (3)
|

oo (5o () o () (3)) o () s (5
2 () s () s () 250 (2o ()

; )
) cos )

—|—2sm( ) s()w>cos (%)—F?sm( )cos(;)sin2 %
(

2 |
s (s () 0 () o (3))
o () () (0 () + 07 3)

= sin(z) + sin(w).

Aufgabe 6 (Tutorium):
Untersuchen Sie jeweils, ob die Reihe konvergiert und bestimmen Sie ggf. den Reihenwert.

0 (3 (1)) @ 32eC

n=0 \k=0 n=1

b) Z(kz()?_"_k> © > (n—tl I

=1

S

(¢) 0,999. 29 107"

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6:
Wir beginnen mit der Beobachtung, dass Y -, ¢* = 1, fiir |g <1 gilt:

subst. o0

k=l+ e 1
Zk nZlﬁ»n_anql_qnli_q

wobei wir die geometrische Reihe verwendet haben.
(a) Es gilt fir die Reihe:
> "\ /n 1\ k Biﬁglrj[r]xilse‘ihe > 1\" > 1\"
2 = —2) = 2
D2 ()2 > (1-3)"=>2(3)
n=0 \k=0 n=0 n=0

Dies ist eine geometrische Reihe. Sie konvergiert nach Vorlesung und der Reihenwert ist gegeben
durch -1 =2.
=3

(b) Es gilt mit der Formel fiir geometrische Reihen:

(55 E) S

(c) Es gilt (geometrische Reihe):
1071

(o) o0
;9-10 :9;10 :9-1_71()4:1.

(d) Wir schreiben
e (5) - (5)
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Bei dem Term auf der rechten Seite handelt es sich um eine Summe von geometrischen Reihen, die
nach Vorlesung konvergieren. Somit erhalten wir fiir den Reihenwert nach Vorlesung;:

24 (—1)n = (1\" S -1\" 3 2 ) 5
;73n 2‘Z<3> +Z(3> :2'1_%+1__1:2'r =1

(e) Es gilt fiir N € N:

=

i n N i n+1-—1 o il _ 1 Teleskogsumme l . 1
—n+1)! — (n+1)! Al (n+1) B 1 (N+D

Fir N — oo konvergiert m gegen 0, und somit erhalten wir den Reihenwert:

2

> n I n 1 0
——— = lim — = ——0.
(D) Nosid= (nt1) 1

n=1 n=1
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