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Aufgabe 1 (Ubung):
Seien Uy, Us Untervektorrdume eines K-Vektorraums W.

(a) Sei Uy U U ein Untervektorraum von W. Zeigen Sie, dass dann Uy C Uz oder Uz C Uy.
(b) Zeigen Sie, dass Uy N Us ein Untervektorraum von W ist.

(c) Zeigen sie, dass {u; + us : u; € Uy und ug € Uz} ein Untervektorraum von W ist.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:

(a) Wir beweisen die Behauptung mit einem Widerspruch. Angenommen es existieren uy € U; \ Us
und ug € Uy \ Uy. Da U; U U, ein Untervektorraum ist folgt mit dem Untervektorraumkriterium
up + us € Uy U Uy und somit uq + us € Uy oder ug + us € Us. Da U; und Us Untervektorraume
sind folgt us € Uy oder u; € Uy was ein Widerspruch ist. Damit ist Uy \ Uy = 0 oder U, \ Uy = 0.

(b) Wir beweisen die Behauptung mit dem Untervektorraumkriterium. Es gilt 0 € Uy N Uy und damit
UyNUy # 0. Seien u,v € Uy NU; und o € K. Fiir ¢ € {1,2} gilt dann w,v € U; . Da U; ein
Untervektorraum ist folgt v+ v € U; und au € U;. Damit folgt u+v € Uy NUs und au € Uy NUs.

(¢) Wir schreiben A = {u; + ug : uy € Uy und ug € Us}. Da 0 € Uy, Us folgt 0 € A. Seien v,u € A
und « € K, dann existieren vy, u; € Uy und vg,us € Us sodass u = u; + uo und v = vy + vg. Mit
dem Unterraumkriterium folgt u; + v1 € Uy, us + vy € Us, auy € Uy und aus € Us. Damit folgt
U+v=u; +v; +us+ve € Aund au = auy + aus € A.

Aufgabe 2 (Tutorium):
Welche der Mengen

(a) {f € R=BU: f hat mindestens eine Nullstelle},
(b) {(an) € C: lim,_ 0 a, = a} mit einem festen a € R,

(c) {f eRIMI: f(0) =0}

sind Untervektorrdaume des RY bzw. des R[=1:1]?

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:
(a) Sei U :={f € RV f hat mindestens eine Nullstelle} und f, g € RI=%1 definiert durch

fl@)=1+z, g(@)=—-z

fir alle z € [—1,1]. Wegen f(—1) = g(0) =0, ist f,g € U. Aber f+¢g =1, d.h. fur alle z € [-1,1]
gilt

(f+9)(=)=1#0.
Also f + g ¢ U. Nach dem Untervektorraumkriterium (Satz im Abschnitt 8.3 des Skriptes) ist U
kein Untervektorraum von RI=11,

(b) Sei V := {(ay) € ¢: limy_,00 ap, = a}. Wir verwenden das Untervektorraumkriterium (Satz im
Abschnitt 8.3 des Skriptes), um zu iiberpriifen, ob V ein Untervektorraum von RY ist.
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e 0€V: Wegen 0 = (an)nen mit a, =0 fur alle n € N und lim,, o a, =0,ist 0 € V & a = 0.
Sei also im Folgenden a = 0.

e Seien (ay,), (bp) € V und « € R. Zu zeigen ist (a,) + (b,) € V und a(a,) € V. Wegen

lim (a, +b,) = lim a, + lim b, =04+0=0=a
n—oo

n—oQ n—oo

und

lim aa, =« lim a, =a-0=0=a
n—oo n—oo

ist in der Tat (ay) + (by) € V und af(a,) € V.
Also ist V genau fiir a = 0 ein Untervektorraum von RY.

(c) Sei W := {f e RV £(0) =0}. Wir verwenden das Untervektorraumkriterium (Satz im Ab-
schnitt 8.3 des Skriptes), um zu iiberpriifen, ob W ein Untervektorraum von REL gt
e 0€W: Wegen 0= (f:[-1,1] = R,  — 0) und damit f(0) =0, ist 0 € W.
e Seien f,g € W und a € R. Zu zeigen ist f + g € W und af € W: Wegen

(f+9)(0) = f(0)+g(0)=0+0=0
und
(@f)(0) =af(0)=a-0=0
ist in der Tat f+g &€ W und af € W.

Aufgabe 3 (Ubung):
Berechnen Sie, falls existent, die folgenden Grenzwerte.

() 1i 23 — 922 + 162 — 4
1im
z—2 323 — 1022 + 9z — 2’

J8+x—2

(b) lim —=—,
2
et -1
€

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:

(a) Zahler und Nenner haben 2 als Nullstelle. Polynomdivision liefert
2 — 922 + 161 — 4 = (z — 2) (2 — Tz + 2),
32% —102% + 92 — 2 = (v — 2)(32% — 4z + 1).
Sofern die Ausdriicke definiert sind, gilt also

23 — 922 + 162 — 4 (x —2)(2? — Tz + 2) 2% —Tw+2

323 — 1022+ 92— 2 (v —2)(322 —4x+1) 322 -4+ 1

Weiter ist 2 keine Nullstelle von 3z2 — 4z + 1. Wir schlieen, dass der gesuchte Grenzwert existiert

und durch
23 — 922 + 162 — 4 22 —Tr+2 8

11m = lim -—=——
=2 323 — 1022 +92 —2 252322 —4dxr+1 5

gegeben ist.
(b) Wir setzen zur Abkiirzung a := /8 +  und b := 2 und erhalten die Darstellung

, —b)(a® + ab + b?) a® — b3
\3/8 —2: —b:(a =
e “ a2 + ab + b2 a2 + ab + b2
x

BT +28Rr a4
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Folglich erhalten wir

. 8+ xz—2 ) 1
lim ——— = lim 5
e=0 r o0 Y8+ + 298+ +4

1
8 4298+ 4
1

=13
(¢) Wir nutzen nutzen die Exponentialreihe
o0 oo
2 2n 2n
R - =t
n=0 n=1

oo
Index-Shift 2 2n
= x E : CESHE
n=0

Damit erhalten wir

2
x x2n

e’ —1 _ oo
2 - Zn:O (n+1)!"

Da y 2, (rfﬁ)! eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R = oo ist folgt

2
et -1 0 0% _
ill)% S = X0 gy = b

Aufgabe 4 (Tutorium):
Berechnen Sie, falls existent, die folgenden Grenzwerte.

e —1—ax

5 ,a >0,

S -

(b) lim 2 (55 — 5%,

z—=2 %

(©) 1 8% 4+ 222 + 1
c im —————
-0 223 4+ Tx

. 3 —3x—2
() Jim T

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:

(a) Wir nutzen die Exponentialreihe

e —1—azx = i (a:f!)" —1—azx= i (a:;!)”
n=0

n=2
oo
Index-Shift 2 (az)™
= (az) (nt2)l"
n=0
Damit erhalten wir
e —l—ax __ 2 o (az)™
z2 =a") . (nt2)l*

Da 3% 98 eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R = oo ist folgt

n=0 (n+2)!
. e —l—azx .2 o] (a0)™ _tﬁ
lim 3 =00 g2y = T
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a x = 2 eine Nullstelle des Polynoms 8 — z* ist, lasst es sich durch den Linearfaktor (z — 2) teilen
b) D 2 eine Nullstelle des Pol 8 3 ist, 1 ich durch den Li fak 2) teil
(Polynomdivision). Wir erhalten

§—a® = (x—2) (—2? -2z —4).

Damit gilt

1( 1 12)1. 1 (112)
z\2—x 8—a3 r 2—zx 22+ 22+ 4
1
z

1 2?+2z+4-12 1 1  22+2zx-38
2—x 224+2x4+4 oz 2—z x2+4+2x+4

Weitere Polynomdivision liefert #2 + 2z — 8 = (z — 2) - (z + 4) und folglich

1 1 12 1 1 ?+2c—-8 1 1 2-x)(—x—-4) 1 (x+4)
r\2—-2 8—23) x 2—x 22+4+2rx+4 x 2—2 22+22+4  x 22+20+4
Deshalb gilt lim, o (515 = 5125 ) =lim, o 1 - 80, = -1,
(¢) Mit dem gleichen Standardtrick wie bei Folgen erhalten wir, dass dieser Grenzwert existiert und
dass gilt
. 8+ 227 +1 . 842 +a73 8+0+0
lim ——————= lim = =4.
g——o0 223+ Tx z——o0 24 Tx—2 240
(d) Da x = —1 eine Nullstelle von beiden Polynomen ist liefert eine Polynomdivision
2 —24+1 = (z+1)(z—-1)
P —3r -2 = (z+1)(2* —2-2)
damit folgt
23-3z—2 _ (z+D)(z®—x—2) _ z2-—z-2
z2—2+1 - (z4+1)(z—-1) —  z—1 -

Damit gilt fiir den Limit

; 5-3z—2 _ 141-2 _
xllel o = i1 =0

Aufgabe 5 (Ubung):

Untersuchen Sie die folgenden Funktionenfolgen oder Funktionenreihen auf punktweise Konvergenz und

gleichméflige Konvergenz:
2

(a) Die Funktionenfolge (f,) mit f, : R = R und f, () = {757 fiir allen € N

(b) Die Funktionenreihe > ° g, mit g, : R = R und g, (z) = e~n(Fe+2%) fiir alle n € Ny

(c) Die Funktionenfolge (f,) mit f, : [a,00) = R und f,(z) = Hﬁ fir alle n € N, wobei 0 < a < 1

fest ist
(d) Die Funktionenfolge (f,) mit f, : [a,1] = R und f,(z) = V/n2x fiir alle n € N, wobei 0 < a < 1
fest ist

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5:
(a) Sei x € R fest. Fiir z = 0 ist f,,(z) = 0 fiir alle n € N und deshalb lim,,_,o fn(x) = 0. Ist z # 0, so

gilt
2 2
ne nx 1
= =——0 n — 00).
1+n2z4 = n2z%¢ na? ( )

nac2

@] = 1y
Also ist f, — 0 punktweise fiir n — oo.
Sei f(y) = 11z fir alle y € R. Wir beobachten, dass f,(z) = f(nz?) fir allen € Nund z € R
gilt. Definiere x,, = ﬁ fiir alle n € N. Es gilt

2
nr n ~ 1
— su > n — 1) = —.
”anoo zeg 1 7’L2.’L'4 -1 + TLQI% f( ) 2

Also || fnll, # 0, die Konvergenz f,, — 0 ist also nicht gleichméBig.
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(b) Fiir alle x € R gilt

Da die geometrische Reihe

konvergent ist und wegen
lgn ()| = emn(tate®) < =0 <3> Vn e N, Vz e R
e1
ist die Funktionenreihe Y~ g, gleichmiBig konvergent nach (b) im Abschnitt 9.9 des Skriptes
(Kriterium fir gleichméfige Konvergenz).

(c) Sei zunéchst 0 < a < 1. Dann gilt fiir alle = € [a, 00)

B 1 1 1
T 14nz ~ 14+ne " na

[fn ()]

= a, =0

fiir n — co. Nach (a) im Abschnitt 9.9 des Skriptes (Kriterium fiir gleichméfige Konvergenz) ist
die Funktionenfolge f, gleichméflig konvergent gegen die Nullfunktion.
Sei nun a = 0. Fir = 0 gilt f,,(z) =1 fir alle n € N und deshalb lim,,_, fn(x) = 1. Firz #0
ist
1
fn(@) = 1+nx

Deshalb konvergiert (f,,)nen gegen h, wobei

f(x):{l fir z =0,

-0 (n — 00).

0 sonst

ist. Weil f nicht stetig bei 0 ist, kann die Konvergenz nach (d) im Abschnitt 9.9 des Skriptes
(Kriterium fiir gleichméfige Konvergenz) nicht gleichméBig sein.

(d) Sei zunéchst 0 < a < 1 und x € [a, 1] fest. Dann gilt
fa(z) = Vn2z — 1 (n — 00).

Also ist f, — 1 punktweise fiir n — oo.

Da a > 0 folgt fiir n grofl genug 1 < n%a und damit gilt fiir alle x € [a,1], dass 1 < n2%a < n?z.
Damit folgt 1 < ¥/n2z und somit

zgln
|fo(z) —1] = \/nn%—llz\/"n%c—l < Vn2-1-0

fiir n — oo, ist die Funktionenfolge f,, gleichméBig konvergent nach (a) im Abschnitt 9.9 des Skriptes
(Kriterium fir gleichméfige Konvergenz).

Sei nun ¢ = 0. Fir « = 0 gilt f,(z) = 0 fir alle n € N und deshalb lim,_, fn(z) = 0. Fiir
x # 0 gilt, mit der gleichen Rechnung wie oben, lim,,_, fn(z) = 1. Deshalb konvergiert (f,)nen

punktweise gegen f, wobei
0 fallsz=0
-]

1 sonst

fiir alle x € [0,1]. Weil f nicht stetig bei 0 ist, kann die Konvergenz nach (d) im Abschnitt 9.9 der
Vorlesung (Kriterium fir gleichméfige Konvergenz) nicht gleichméBig sein.

Aufgabe 6 (Tutorium):
Bestimmen Sie jeweils eine Konstante yg so, dass die Funktion f: D — R auf ihrem ganzen Definitions-
bereich D stetig ist.
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1 3 ..
(@) D=[0.1], f() = 4 71 T e fireeDA{L},
Yo fir x =1,

(@fl_l fir z € D\ {1}
Yo fir x =1,

" fiir ein festes n € N.

(b) D =(0,00), f(z) = {

sin(z) o ir x
(©) D=R f(x):{ 92 fir o € D\ {0},

Yo fiir x = 0.

(d) D=R, f(x)={e = freeDA{0)

Yo fir z = 0.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6:

(a) Mit Satz 9.3 ist die Funktion f ist in allen x € D \ {1} stetig, daher reicht es f(1) = yo so zu
wahlen, dass lim,_,1 f(z) = yo gilt. Fir alle x € D\ {1} gilt

1 3 1 3 1 (z2-4)+3
= = . 1 = .
/(@) x—1+(x2—4)(x—1) x—1 < +(x2—4)> x—1 (22-4)
B 1 -1 1 (x—1)(xz+1) z+1
r—1 (22-4) 2-1 (2 —4) (22 —4)
Folglich muss yo := lim,_,1 f(x) = lim,_1 (;527*_14) = —% gewahlt werden.

(b) Mit Satz 9.3 ist die Funktion f ist in allen z € D\ {1} stetig, daher reicht es f(1) = yo so zu
wahlen, dass lim,_,; f(z) = yo gilt. Sei x € D\ {1} und wir definieren y := y/z. Dann gilt mit der
dritten binomischen Formel (siehe (1) im Abschnitt 4.11 des Skriptes)

IO Lt S Tt G V) S ST Dy §
r—1 y?-12 (y—1)(1+y) 14y

Folglich muss
n—1 k n—1
BT o o (W)Y X0l
yo := limy f(z) = lim 1+ — 1+1 2

gewdhlt werden.

(¢) Mit Satz 9.3 ist die Funktion f ist in allen « € D \ {1} stetig, daher reicht es f(0) = yo so zu
wihlen, dass lim,_,o f(z) = yo gilt. Fir alle z € D\ {0} gilt

00 1" n 00
B sin(z) —x _ 2n=o ((2n+)1)1$2 o _ (=1)"  2ns
f(@) = 23 - 3 B Z (2n + 1)!w
n=1
Index-Shift i (—1)n+t L2n
— (2n+3)!

Da die Potenzrihe >~ %x% den Konvergenzradius R = oo hat, definiert sie nach Abschnitt
oo (=1t

9.9 des Skriptes auf ganz R eine stetige Funktionen x — f(z) =", mx%. Folglich muss

00 _ 1\n+1 0 B
wi=lim f0) = fO) = 3 0o =y e

gewahlt werden.
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(d) Mit Satz 9.3 ist die Funktion f ist in allen x € D\ {1} stetig, daher reicht es f(0) = yo so zu
wahlen, dass lim,_,o f(z) = yo gilt. Fiir alle x € D\ {0} gilt:

_ 1" —-1)"
f($) — e " — ZZO:O %xn _ 220:0 ( n!) z" _ 22021 %xn - Zzozl ( n!) z"

xT x x

1 n =" n 0o oo
Index-Shift Yoneo GRS IR D D nr iy i B Z 1 xn+z (-1 o
x — (n+1)! — (n+1)!

Da 5 mx” und > -, %x” alle den Konvergenzradius R = oo haben, definieren sie

nach Abschnitt 9.9 des Skriptes auf ganz R stetige Funktionen z — fi(z) = > 07, ﬁx" und
oo (=1

r—= folz) =2, e Folglich muss

o= limy (0) = lim ) + o) = £(0) + £10) = 32 (0" + 3 0B =1

gewdhlt werden.
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