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Aufgabe 1 (Ubung):
Die Funktion f: [-1,1] — R ist gegeben durch

Fa) = {0 fire € (1,1 {0}
, ur x = 0.

a) Zeigen Sie, dass f stetig ist.

(c

(d) Zeigen Sie, dass f~! und f streng monoton wachsende Funktionen sind.

(a)

(b) Bestimmen Sie den Wertebereich f([—1,1]) von f.
) Zeigen Sie, dass f eine Umkehrfunktion f=!: f([-1,1]) — [~1,1] besitzt. Berechnen Sie f~1.
)

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:

(a) Als Komposition stetiger Funktionen ist f auf [—1,1]\ {0} stetig. Fiir z € [-1,1] \ {0} gilt

C1-V1-2? 14V1-22 1-(1-27) x

x 1+vVIi—22 2(1+vV1—22) 1+VI-a?

Demnach gilt lim0 f(x) =0= f(0), und damit ist f auch stetig in 0.
r—r

f(z)

(b) Wir zeigen zunéichst |f(z)| <1 fiir alle z € [-1,1]. Fiir z € [-1,1] \ {0} gilt mit Teil [(a)]
I

14+ V1 —2a2
Wegen f(0) =0 ist |f(x)] <1 fir alle z € [1, 1] bewiesen. Hieraus folgt f([—1,1]) C [-1,1].

Nun zeigen wir [—1,1] C f([-1,1]). Sei dazu yo € [—1,1]. Dann liegt yo zwischen f(—1) = —1
und f(1) = 1. Aufgrund der Stetigkeit von f existiert nach dem Zwischenwertsatz ein zy € [—1, 1]
mit yo = f(zo) € {f(x): z € [-1,1]} = f([-1,1]). Da yg € [—1,1] beliebig war, folgt [-1,1] C
f([-1,1]). Insgesamt ergibt sich f([—1,1]) = [-1,1].

£ ()]

<lz| < 1.

(¢) Um die Existenz der Umkehrfunktion von f nachzuweisen, verwenden wir folgendes Resultat: Seien
X und Y Mengen und f: X — Y eine Funktion. Gelingt es, die Gleichung y = f(z) durch
Aquivalenzumformungen (!) in die Form z = g(y) zu bringen (wobei x € X,y € Y und g: Y — X)),
dann ist f bijektiv und die Umkehrfunktion von f lautet g.

Fir 2 € [-1,1]\ {0} gilt y = f(z) € [-1, 1] und damit

y=f(z)
1—+v1—a?
—_y=—"""
z
= l—oy=+v1—2a?

1—2y>0

-2y + 2%yt =1—2a?
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= 2%(1+¢°) = 2zy

T#0
= r(149%) =2y

_ %
Fir z = 0 folgt
2y
y=f(0)=0 < 0—1+y2.

Damit folgt, dass f eine Umkehrfunktion besitzt, die durch

2y

-1
-1,1] —» [—1,1 —
e e L e

gegeben ist.

(d) Seien x1, x5 € [—1,1] mit 21 < m3. Zu zeigen ist f~!(z1) < f~!(z2). Dies ergibt sich aus

2x 2z
-1 _ g1 e S ot S

_ 2xo(1 + a7) — 231 (1 4 23)
B (1+23)(1+2%)
2(xe — 21 + 2329 — 2173)
N (1+23)(1+23)
2(xg — 1 + wr22(T1 — X2))
(1+22)(1 +a?)
2(zg — 21)(1 — 2122)

= >0,
(1+22)(1 + 2?)

denn wegen —1 < 1 < x9 <1, gilt 125 < 1.
Da f~! die Umkehrfunktion von f ist, ist f die Umkehrfunktion von f~!. Da f~! streng monoton
wachsend ist, ist es geméfl Vorlesung auch ihre Umkehrfunktion f.

Aufgabe 2 (Tutorium):

(a) Sei [a,b] C R ein abgeschlossenes Intervall und seien f, g: [a,b] — R stetige Funktionen mit f(a) >
g(a) und f(b) < g(b). Zeigen Sie, dass ein xg € (a,b) existiert mit f(xo) = g(zo).

(b) Zeigen Sie die Existenz einer Losung zp > 0 von

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:

(a) Sei h := g — f. Dann ist h(a) = g(a) — f(a) < 0 und h(b) = g(b) — f(b) > 0. Nach dem
Zwischenwertsatz (h ist als Komposition der stetigen Funktionen f und g stetig) existiert somit ein
xo € (a,b) mit h(zg) = g(xo) — f(zo) = 0.

(b) Setze f(x) = H% und g(z) = /x fiir jedes z € [0,00). Beide Funktionen sind stetig auf [0, c0).
ngem gilt f(Ol) =1>0=g(0), f(1) = 3 <1=g(1). Nach Teil (a) existiert also ein z¢ € (0,1)
mit f(zo) = Tz = Vo0 = 9(xo).

Aufgabe 3 (Ubung):
Sei f: R — R eine stetige Funktion mit

lim f(z)= lim f(z)=0.

Tr—r—00 Tr—r00
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Zeigen Sie, dass es ein x); € R gibt, mit

Ve eR: [f(z)| <[f(zm)]-

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:
Ist f(z) = 0 fiir alle z € R, so ist die Behauptung offensichtlich wahr. Sei also g € R mit e := |f(z)| > 0.

Es existiert ein N € N derart, dass fiir alle x € R mit |z| > N gilt |f(z)| < &, denn:

Angenommen, dies wire falsch. Dann existiert fiir alle N € N ein 2 € R derart, dass |zx| > N ist, aber
|f(zn)| > €. Es ist klar, dass die Folge (zn)nen nicht beschrankt ist. O.B.d.A. ist sie nicht nach oben
beschriankt. Der Bemerkung im Abschnitt 6.10 des Skriptes nach, besitzt sie eine Teilfolge (2 (k) )ren mit
limy, 00 T (k) = 00. Wegen der Annahme gilt aber |f(xN(k))| > € >0 fiir alle k € N. Also f(znu)) # 0
fiir kK — oo. Dies ist ein Widerspruch zu lim,_,~ f(z) = 0. Also muss die Annahme verworfen werden.

Da die Funktion z +— |f(x)| stetig und [—N, N] kompakt ist, existiert nach Satz im Abschnitt 9.15 der
Vorlesung ein zp; € [—N, N] derart, dass |f(z)] < |f(za)| fir alle z € [N, N] ausfallt. Fiir jedes
x ¢ [=N, N] gilt aber nach Obigem

CE()G[*N,N]

[f@) <[flxo)l < [flzm)l].
f(zar)| fiir alle x e R. O

Insgesamt ist also tatséchlich |f(x)| <

Aufgabe 4 (Tutorium):
Zeigen Sie die folgenden Identitéten.

(a) Zeigen Sie cos(%) =sin(%) = @ und cos(%) =sin(%) = 1.

(b) tan(z +y) = % fir alle z,y € R mit z, y, x +y ¢ § + 7Z.

(c) arctan(z) 4 arctan(y) = arctan<1zjmyy) fiir alle , y € R mit |arctan(z) + arctan(y)| < 7.

(d) (cosh(z) + sinh(z))" = cosh(nz) + sinh(nz) fiir alle n € N und alle z € R.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:

(a) Nach Vorlesung gilt sin(z), cos(x) > 0 fiir z € (0, §). Durch mehrmaliges Anwenden der Addition-
stheoreme folgt

os(l) — sin(g) sin(%)

—
(e}
Qo
1)

o

—

o3

SN—

|
2]
=
=}
(v}

—

ol3

S—

SN—
Q
o
)

—~ N~

)

Also folgt cos? (ﬂ) —3sin? E) = 0 und wegen cos> (%) +sin? (%) = 1 ergibt sich 4 sin? (%) = 1, somit
% = ’sin(%) = sin %) Aus einer beliebigen der obigen Gleichungen folgt dann auch COSQ(%) = %,
also cos(%) = 73

Weiterhin folgt

cos(g) = cos® (%) - sin2<%> = 2 - i = %

sin(T) = 2sin (%) cos(T) = L2

und

https://ilias.studium.kit.edu/goto.php?target=crs_ 2184187&client__id=produktiv Seite 3 / 6


https://ilias.studium.kit.edu/goto.php?target=crs_2184187&client_id=produktiv

(b) Seien x,y € R mit x,y,x +y ¢ 5 + 7Z. Nach den Additionstheoremen (4) aus Abschnitt 7.11 des

Skriptes gilt

sin

) sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)

+y
+9)

os(x) cos(y)

COS
sin(x) + sin(y)

cos(x) cos(y)

Q

~ cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y)
_ tan(x) + tan(y)

tan(z +y) = ((
(
(

' 1_ sin(z) sin(y)

cos(x) cos(y) cos(y) cos(y)

(c) Seien z,y € R mit |arctan(z )+arctan( )|

< 3
Nach Voraussetzung ist also X,Y € (—%,%) C (3

+ 7TZ)C.

tan(X) + tan(Y")
1 —tan(X)tan(Y)’

tan(X +Y) =

Nach Abschnitt 10.5 des Skrlptes bildet tan das Intervall (-3, %
Umkehrfunktion arctan : R — (=7, ). Folglich ist arctan o tan = id—z =z

Die letzte Identitdt impliziert

1 —tan(z)tan(y)’

Definiere X := arctan(z) und Y := arctan(y).
Nach Teilaufgabe (a) folgt dann

) bijektiv auf R ab mit der
y und tan oarctan = idg.

tan(X) + tan(Y")

X+Y

= t
arctatt ( 1 — tan(arctan(x)) tan(arctan(y))

arctan(tan(X +Y')) = arctan ( T tan(X) tan (Y))
tan(arctan(z)) + tan(arctan(y)) ) _ aretan ( T4y )

1—ay

(d) Sei n € Nund x € R. Es gilt nach Definition aus Abschnitt 10.7 des Skriptes

(cosh(z) + sinh(z))" 2 2

_ <e”” +e* N er — e“”)n = (7Y = ¢

rmn —In rm __ —In
= (e +26 4 ¢ > = cosh(zn) + sinh(xzn).
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Aufgabe 5 (Tutorium):
(a) Zeigen Sie, dass fiir ,1) € R der Abstand der Punkte e*? und ¥ durch

sin(so _ 7/’)‘
2

(b) Sei 2 < n € N. Zeigen Sie, dass die n-ten Einheitswurzeln — also Lésungen der Gleichung 2" = 1
fiir z € C — ein n-Eck mit Umfang L,, = 2n sin(%) bilden.

|ei‘P —eiw’ =2

gegeben ist.

(¢) Zeigen Sie
lim L, = 2.
n—oo

(d) Interpretieren Sie die letzte Gleichung und zeichnen Sie fir n = 6 ein Bild.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5:
(a) Es gilt

; ; j ety i PP i — LY j ety o= o= . etY . (,D—lﬁ
e — e =iz -(e“’ T — eV ):eZ 2 -(eZ T —e T2 ):226z 2 ~Sln().

2
(o=
s1n("°2 )‘

(b) Die n-ten Einheitswurzeln sind nach Abschnitt 10.6 der Vorlesung durch

Deshalb ist tatsédchlich ‘ew — eiw‘ = ‘Qe’w;w . sin(“”g—w)‘ =2

;27 - 27 27
1=%.0 . 1=r.1 1= .(n—1
: n ,...,wn_l.—en( )

gegeben. Nach Teilaufgabe (a) gilt

W1 — wi| =

i (k+1)_61n k’zz

(T
()
fir alle k € {0,...,n — 1}. Also bilden wy mit k € {0,...,n — 1} ein reguldres n-Eck vom Umfang

n—2

T
Lo = lwp_1 — ~wy| = 2nsin( 7).
n = |[Wn—1 — wol +Z\wk+1 wi| 2nsm(n)
k=0
(¢) Nach Beispiel im Abschnitt 9.4 des Skriptes gilt
lim L, = lim 2nsin<z> = lim 27rbm£ﬁ) = lim 27rs1n(x) = 2.
n—ro0 n—o0 n n—00 " z—0 x

(d) Das Ergebnis lasst sich wie folgt verstehen: Das von den wy, (k € {0,...,n1}) aufgespannte reg-
ulire n-Eck approximiert immer besser den Einheitskreis S' € C. Der Umfang der Rechtecke
approximiert den Umfang der S'. Eine Skizze fiir n = 6 ist in der Abbildung zu finden.

Aufgabe 6 (Ubung):
Sei ) # D C R abgeschlossen, f : D — R stetig und N := {z € D : f(x) = 0}. Zeigen Sie die folgenden
Aussagen.

(a) N ist abgeschlossen.

(b) Ist N nach unten beschriankt und nichtleer, so hat N ein Minimum.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6:
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Figure 1: Sechste Einheitswurzeln

(a) Sei (x,,) eine konvergente Folge in N mit x,, — ¢ fiir n — co. Zu zeigen ist, dass 2o € N (Definition
im Abschnitt 9.14 der Vorlesung).

Da N C D und D abgeschossen ist, gilt g € D. Weil f stetig ist, gilt
f(zo) = lim f(z,)=0.
n—)oo\,_/

zn €N

Also ist in der Tat g € N.

(b) Nach Teilaufgabe (a) ist N abgeschlossen. Ferner ist N nach Voraussetzung nicht leer und nach
unten beschrinkt. Nach Satz im Abschnitt 9.14 des Skriptes gilt inf V. € N. Also hat N ein
Minimum.
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