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Aufgabe 1 (Ubung):
Zeigen Sie die folgenden Identitéaten:

(a) sin(arctan(z)) = Tz firz €R,
(b) cos(arctan(z)) = ﬁ fir r € R,
(c) arccos(z) = § — arcsin(z) fiir € [-1,1],

(d) Arsinh(z) = log(z + va? + 1) fiir z € R,
(e) Arcosh(z) =log(z + va? — 1) fiir z € [1, 00).

Hinweis fiir (d), (e): Zeigen Sie, dass die Funktionen auf beiden Seiten differenzierbar sind und die gleiche
Ableitung haben. Folgern Sie, dass die Differenz beider Funktionen konstant ist.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:

(a) Fiir z € R ist y == arctan(z) € (—73, %) und damit cos(y) > 0. Wegen = = tan(y) erhalten wir

daraus
sin(y)
x _ tan(y) _ cos(y) _ Sll’l(y)
Vi+a? 1+ tan’(y) \/Cosz(y)+sin2(y)
cos?(y)
(b) Ahnlich wie in Teil (a) berechnen wir
1 = 1 = cos(y)
Vita? \/cos2<y>+(sir)12<y) -
cos?(y

(c) Wir erinnern, dass arccos: [—1,1] — [0, 7] und arcsin: [-1,1] — [-F, 7] sind. Sei nun = € [-1,1].
Setze y = § — arcsin(x). Dann ist y € [0, 7]. Weiter ist

cos(y) = sin(y + &) = sin(m — arcsin(z)) = — sin(— arcsin(z)) = sin(arcsin(z)) = .
Also ist y € [0, 7] eine Losung von cos(y) = x, d.h. y = arccos(z).

(d) Die linke und rechte Seite der Gleichung bezeichnen wir mit f(z) bzw. g(z). Dann sind f, g beliebig
oft differenzierbar als Komposition solcher Funktionen (beachte: z + va2 + 1 > 0 fiir alle z € R).
Wir berechnen die Ableitungen beider Seiten:

r@Y e = e (14 o) =
Vit 22’ g z+Vr2+1 Va2 41 Vaz 1’

also gilt f/'(z) = ¢/(x) fiir alle € R, und insbesondere ist (f — g)'(x) = 0 fir alle z € R. Nach
Vorlesung ist f — g gleich einer Konstanten C'. Nun berechnen wir

C = f(0) — g(0) = Arsinh(0) — log(0 + v/02+1)=0-0=0.
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(e) Wie in (d) bezeichnen wir die beiden Seiten mit f(z) bzw. g(z), und sehen, dass beide stetig auf
[1,00) und beliebig oft auf (1,00) differenzierbar sind. Die Ableitungen sind

v 1 L z o\ 1
flo) = g@)ﬁm(”m) T

Daraus folgt wie in (d), dass eine Konstante C' € R mit f(z) — g(x) = C fiir alle z € [1,00) gibt.
Aus

C = f(1) —g(1) = Arcosh(1) — log(0+ v/1-0%)=0—-0=0
folgt die Behauptung.

Aufgabe 2 (Tutorium):
Untersuchen Sie die folgenden Funktionen f: D — R auf Differenzierbarkeit und bestimmen Sie die
Ableitung in allen Punkten, in denen f differenzierbar ist.

(@) D=R, f(@)=Iaf" (O D=E, f@)= L

(b) D=R, f(z)=2a%— 32>+ 2z +17, (&) D=(0,00), f(x)=a"

(©) D=R, f(z)= 3", (h) D= (0,00), f(z)=a"

(d) D=(1,00), f(z)=log(log(x)). () D=(0.m), f(x)=a"" sin(x)",
() D=R, f(x)= cos(2r)e®, () D=K, f(z)=|sin(z)

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2
Alle Funktionen bis auf diejenige in Teil a) und j) sind als Komposition differenzierbarer Funktionen
(ohne Nullstellen im Nenner) auf ihrem kompletten Definitionsbereich differenzierbar.

(a) Fiir jedes z € R gilt
z3, fir x > 0,
J(@) = {—:L‘?’, fir x < 0.

Nach Vorlesung ist f auf (0,00) differenzierbar mit f’(z) = 322, x > 0. Ebenso ist f auf (—oo,0)
differenzierbar mit f/(x) = —3x2, < 0. Da f in 0 stetig ist und

. / a1 /
gelten, folgt aus Satz 11.10, dass f auch in 0 differenzierbar ist mit Ableitung f’(0) = 0.
(b) Fiir jedes z € R gilt f/(x) = 52* — 62 + 2.

(¢) Nach der Quotientenregel gilt fiir jedes x € R, dass

oy 0—2z 2z
Fe)=wrme = @

(d) Nach der Vorlesung ist log differenzierbar und es gilt log’(x) = % fiir alle x > 0. Es folgt mit der
Kettenregel, dass

/() = llog o log] (x) = (log’ olog) () log(x) = —— = = ———  ¥r>1

zlog(x)

log(z)

(e) Mit der Kettenregel gilt [exp o sin]’ = (exp’ osin)-sin’ = (exp osin)-cos. Sei ferner g: R — R definiert
durch g(z) = 2z fiir alle 2 € R. Es folgt wieder mit der Kettenregel (cosog)’ = (cos’ og) - g’ =
—2(sinog). Mit der Produktregel folgt

f'(x) = [(cosog) - (exposin)](z)
= (cosog)'(z) - (exposin)(x) + (cosog)(x) - (exposin)’(x)
= —2sin(22)e"™") + cos(2x) cos(x)e™ ™)
= (cos(2z) cos(x) — 2sin(2x))e sin(z)
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(f) Aus der Vorlesung ist bekannt, dass cosh differenzierbar ist und cosh’ = sinh gilt. Ebenfalls laut
Vorlesung ist die Abbildung ¢: (0,00) — R definiert durch g(z) = ﬁ = 2~ 2 differenzierbar und es

gilt ¢'(z) = —%m’% fiir alle > 0. Es folgt mit der Kettenregel, dass
f'(@)(g o cosh)'(z)
= (¢’ o cosh)(x) - cosh’(x)
1 1
=3 - sinh(z)
2 (cosh(z))?

~_sinh(z)
2(cosh(x))

wjw

(g) Es gilt f(z) = 2% = e*!°8%. Sei g(x) := xlog(x). Mit der Ketten- und Produktregel folgt dann fiir
jedes z >0
flz)=e9Dg (2) =21 -logz +z-27') = (1 +logz)az®

(h) Setzt man g(z) := 2% = ¢®'°8% und h(z) := g(z)log(z), so ist f(x) = 29(*) = e9(@)1ogz — h(@) fijr
jedes x > 0. Mit Teil h) sowie der Ketten- und Produktregel folgt fiir x > 0, dass

fl(x) = "W (2) = 2 (¢ (x) log z + g(z)2") = 2 (1 + log z)a” log x + 2"~ )..

(i) Sei g: (0,7) — R definiert durch g(z) = 25™®) = elog(@)sin(=) ynd h: (0,7) — R durch h(z) =
sin(z)* = el°sGin(@)z Mit der Ketten- und Produktregeln folgt

g'(z) = (expo(log-sin))'(z) = (exp’ o(log-sin))(w) - (log - sin)'(x)
= (expo(log-sin))(z) - (log’ - sin + log - sin’) (z)

—  psin(@) (Sinx(m) + log(z) cos(a:))

B'(z) = (expo(logosin-id))'(z) = (exp’ o(logosin-id))(z) - (logosin-id) (z)
= (expo(logosin-id))(z) - ((logosin)’ - id +(log osin) - id")(x)
= (expo(logosin-id))(z) - ((log’ osin-sin’) - id +(log o sin))(x)
= sin(z)” z cos(z) og(sin(z
= sinfa)” (225 4 tog(sin(e) ).

Mit der Produktregel ergibt sich damit:
f'@) = lg-n'(z) = ¢'(@)h(z) + g()h' (x)

2@ gin ()® (smagx) + log(z) cos(z) + z cos()

+log(sin) )

sin(x)
(j) Die Funktion f ldsst sich offenbar auch als

0 falls ¢ = knm mit k € Z
flx) = sinx falls z € (km, (k4 1)7) mit k € Z, k gerade
—sinz falls ¢ € (kr, (k + 1)7) mit k € Z, k ungerade

schreiben. Weil sin auf R differenzierbar ist, ist f auf R\ {k7r: k € Z} differenzierbar und es gilt
dort
() cos x, falls z € (km, (k + 1)7) mit k € Z, k gerade
xTr) =
—cos, falls ¢ € (kr, (k + 1)7) mit k € Z, k ungerade.

In den Punkten {kw: k € Z} ist f nicht differenzierbar: Wir untersuchen zunéchst die Stellen

xo = k7w mit geradem k € Z und zeigen, dass der Grenzwert lim,_,q %ﬁ%) nicht existiert. Es

gilt ndmlich

i L@ =f@o) o sine = sinag

= sin’(xg) = cos(zg) =1
T—=xo+ T — X T—To+ T — Xo
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und

lim M: lim —sinz — (—sinzg)

T—To— T — X9 T—To— r — X

= (—sin)’(zg) = — cos(zg) = —1.

Also ist f in diesen Punkten nicht differenzierbar. An den Stellen km mit ungeradem k € Z
kann man analog zeigen, dass die einseitigen Grenzwerte des Differenzenquotienten —1 und 1 sind,
weswegen f dann auch in diesen Punkten nicht differenzierbar ist.

Aufgabe 3 (Ubung):
Zeigen bzw. berechnen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes die folgenden Ungleichungen bzw. Grenzwerte.

(a) e —e¥" < (z—y)(z +y)e® fiir alle z >y > 0.

(b) lim (z(log(l+ v1+2?) —log(x))).

(¢) zlog(z) — ylog(y) < (x — y)(1 + log(x)) fiir alle z > y > 0.
(d) [log(cos(x)) — log(cos(y))| < V3|x —y] fiir alle 2,y € [-F, 5.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:

(a) Seien x,y € R mit 0 < y < z. Betrachte die Funktion f: [y?,2%] — R, t — e'. Da f auf
[y?, 2?] stetig und auf (y?, 2?) differenzierbar ist, erfiillt f die Voraussetzungen des Mittelwertsatzes.
Danach existiert ein ¢ € (y?, z%) mit

o — e = f(@?) — f(1P) = (@ — D) F'(€) = (x — y)(z + y)eb < (z —y)(x + y)e©

wegen der Monotonie der (reellen) Exponentialfunktion.

2

(b) Sei > 1. Dann ist log auf [z,1 + V1 + z2] stetig und auf (z,1 + v/1 + 2?) differenzierbar. Nach
dem Mittelwertsatz existiert dann ein &, € (z,1 4+ V1 + 22) mit

(log(l—f—\/l—i—x?) log(x ):£(1+\/1+x2—x)
5—1(1+\/1+x2 Va?)
:$<l m+f>

Wegen ¢ < &, < 1+ v1+ 22 gilt ferner
1 T T

/1+L2+l_1+\/1+$2 f
Damit ist hm Eﬁ = 1 nach dem Sandwichkriterium. Deshalb ist
hm m(log(l +vV1+ .1‘2) log(z )

= lim

HOOé“x<H x/1+x2+\/:72>
. x . 1
- (xli”olo 5) | (xli”olo(” mw;»

=1

3%\83
I
—_

(c) Seien 0 < y < z. Definiere f: [y,z] — R, t — tlog(t). Dann ist f auf [y, x| stetig und auf (y,z)
differenzierbar mit f/(t) = 1-log(t)+t¢-+ = 1+log(t), t € (y,x). Nach dem Mittelwertsatz existiert
ein £ € (y,x) mit

wlog(x) —ylog(y) = (x — ) f'(§) = (z — y)(1 +1log(¢)) < (z — y)(1 + log(x)),

weil log: (0,00) — R streng monoton wachsend ist.
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(d) Wir betrachten die Funktion f: [-%, %] — R, t + log(cos(t)). Diese ist auf [-%, 5] stetig dif-

303
_C(S)lbr(lt(;) = —tan(t). Da tan auf [-%, Z] streng monoton wachsend ist und

3
tan(—%) = —V/3 sowie tan(%) = v/3 gelten, ergibt sich

ferenzierbar mit f/(t) =

IF/(®)| <V3  firallete [_; %]-
Sind z,y € [—g, g], so finden wir nach dem Mittelwertsatz ein £ zwischen x und y mit

f@) = fly) = f (&) —y).

Es folgt
[f(z) = F@)l = [ (©)lle =yl < V3lz —y.

Aufgabe 4 (Tutorium):
(a) Sei f: (0,00) — R durch f(z) = 2(%) fiir alle z € (0, 00). Zeigen Sie, dass f sein Maximum annimmt

und berechnen Sie dieses.

(b) Sei n € N. Fiir eine physikalische Groe werden bei n Messungen die Messwerte aq,...,a, € R
bestimmt. Bei der Methode der kleinsten Quadrate minimiert man die Funktion f: R — R gegeben
durch

n

f@) =3 - an)

k=1

Zeigen Sie, dass f genau ein Minimum besitzt und berechnen Sie dieses.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:

(a) Beweis: Zunéchst halten wir fest, dass f beliebig oft differenzierbar ist als Komposition solcher
Funktionen. Wegen f(z) = exp(2 log(z)) berechnen wir als Ableitung

(3
f'(@) = exp(5 log(w)) - (=35 log() + 35) = —5-(1 — log(x)).

Also gilt f/(x) > 0 fir z < e, f/(x) < 0 fir > e. Somit ist f auf (0,e) streng monoton wachsend
und auf (e, 00) streng monoton fallend. Es folgt, dass f in e sein globales Maximum annimmt. Der
Maximalwert ist f(e) = () ~ 1,445. 0O

(b) Zunéchst ist f als Polynomfunktion differenzierbar. Es gilt

f'(z)

iQ(mfak) —2<ix iam> :Qn:c72iak —2n<xiiak>
— k=1 k=1

k=1 m=1 k=1

fir alle x € R. Insbesondere ist

>0, firz>1Y  a
! . n
fl(x) =0, fir =150 ak .
. 1
<0, firz <> ak.

Nach Vorlesung ist f auf (—oo, £ 37'_, a;] monoton fallend und auf [1 >~)"_, a;, 00) monoton wach-
send. Das bedeutet: Ist & < 30" | ag, so ist f(z) > f(E > ,_jax); ist & > L3°0  ag, so ist
f(E Y ar) < f(x). Fiir alle z € R gilt also f(z) > f(2> 7, ax).

Angenommen, es gibe ein b € R mit b # 137" ap und f(b) = g(1 >}, ar). O.B.dA. ist
b > %Z:Zl ar. Nach dem Mittelwertsatz aus Abschnitt 10.6 der Vorlesung, existiert ein £ €
(230 1 a,b) mit f/(§) = 0. Nach obiger Rechnung ist aber £ 371" aj, die einzige Nullstelle von
f'.

Also muss die Annahme verworfen werden und a = % > r—p ai ist die gesuchte eindeutige Stelle des
globalen Minimums von g.

https://ilias.studium.kit.edu/goto.php?target=crs_ 2184187&client__id=produktiv Seite 5 / 8


https://ilias.studium.kit.edu/goto.php?target=crs_2184187&client_id=produktiv

Aufgabe 5 (Ubung):
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte.

(a) Ihg}) 1(%(”:73?1)7 (¢) lim e 14 xsin(m)
=0 VT—22 422 1"

0 i ® tin 222,

0 Ji (10 ) © 1 =5y

(d) Cll_r)% xz;:ic:((xx)l)’ (h) wh_r)n% (m - g) tan(z).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5

(a) Da die Funktion f: (—1,00) = R, f(x) = logwtl) gtetig ist, gilt

€

1 1
loglz+ 1)

—0 et

= f(0)=0.

(b) Es gilt hm1 sin(z — 1) = 0 und lim 22° — 1 = 0. Die Regel von 1’'Hospital liefert

z—1

lim sin(z — 1) _ lim cos(z—1) 1
z—1 220 -1 z—1 20z 20°
(c) Fir z € [0,7] \ {5} ist
- 1 sin(x) 1 (z — ) sin(z) +cos(x)  f(x)
tan(z) + r—% cos(zx) w—3F (gc — g) cos(x) g(z)

Es gilt

Mit der Regel von de I’'Hospital folgt

lim f(x) — lim f'(x) ~ lim sin(z) + (zf z) cos(z) — sin(z)

2
=5 g(x) a5 g(x) ez cos(x) — (z—5)sinz

_ lm (z — %) cos(z)

z—3% cos(z) — (J; — 5) sin(x) e Gla)’

sofern der letzte Grenzwert tatsichlich existiert. Es gilt

lim F(x) =0= lim G(z).

Nochmalige Anwendung der Regel von de I’'Hospital liefert

lim Flo) _ im F(z) = lim cos(@ (xi 7) n(@)
e=z G(z) 2% G'(x) wﬁ%—sin(x)—sm(ac) (x—%)cos(z) -2

Insgesamt haben wir also

1
lim (tan(as) + — > =0.
=5 x

2

Die Begriindung, warum wir I’Hospital anwenden diirfen, erfolgt dabei riickwiérts: Dalim,_, z G,ég =

0 ist, existiert auch lim,_, z g/éz? = lim,_,z % = 0, weshalb auch lim,_, z ggg = 0 existiert.
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(d) Wir versuchen, ob wir die Regel von de I'Hospital anwenden koénnen. Hier konvergieren Zahler
f(z) = 22 cos(z~1) und Nenner g(z) = sin(z) gegen 0, aber

f'(x)

250 g'(x) =0

2z cos(z™) + 2% sin(z 1) L

cos(x) 250

existiert nicht, denn fiir z,, := ((n + 1)7)~! hat der Bruch den Wert C(O;(lgn). Die Regel von de
I’Hospital ist demnach nicht anwendbar. Der Grenzwert existiert jedoch, denn

2z cos(x 1) +sin(z 1)

cos(x)

2 —1
lim & cos(z™1)

=0 sin(x)

x g
x%sin(a:) zcos(z”)=1-0=0.

(e) Zéhler und Nenner sind differenzierbar in (—1,1) und nehmen in 0 den Wert Null an. Die Regel
von de I'Hospital liefert (mit f(z) :=e™® — 1+ zsin(z) und g(z) := VI — 22 + 22 — 1)

lim A x sin(x) im flx) ~ lim ' (z) — lim —2ze"" 4 sin(z) + x cos(x)
=0 /1 —a22+22 -1 =0 g(z) 220 g'(x) 20

=z 19
V1—z? +2z
Dieser Grenzwert existiert (wie wir gleich zeigen), und wir bestimmen ihn durch ein weiteres An-

wenden der Regel von de I'Hospital, denn Z&hler und Nenner sind wieder differenzierbar auf (—1,1)
und nehmen in 0 den Wert Null an. Es folgt

2
. —2ze”* 4sin(x) + x cos(x)
b

_ —2e77" 4 4a2e~%" 4 2cos(z) —wsin(z) 0
———— = lim N =170

1

(f) Die Funktionen fi, fo: R — R definiert durch
f1(z) = sin(sin(z)) und folz) =z —=
sind differenzierbar und es gilt lim,_,, f1(z) = lim,_,; fo(z) = 0. Folglich gilt nach der Regel von
I’Hospital
lim sin(sin(z)) ~ lim fi(x) fi(z)

— lim — lim cos(sin(x)) cos(x) _ 1
e Tz fQ(x) T fé(x) Tz 1

(g) Wir wenden zwei Mal hintereinander die Regel von de I'Hospital an (Zéhler und Nenner nehmen in
beiden Féllen den Wert 0 an). Wegen (z*)' = 2*(1 4 logz) (siehe Aufgabe 2) ergibt sich

x

. ¥ -z "1 +1log(z))—1 . z®(1+log(x))?+a2®Lt 141
lim ————— = lim T = lim T L = = -2
z=>11—x+log(z) =2—1 -1+ 2 z—1 . -1

(h) Wir moéchten

lim (x — z) tan(z) = lim (z — 3) sin(a) lim f@)
a3 2 % cos(x) ez g(x)
berechnen. Es gilt
lim f(xz) =0= lim g(x).
Mit der Regel von de I'Hospital folgt
/ : _om
fim (x - E) tan(z) = lim () = lim sin(@) + (m 2) cos(x) = —1.
P 2 =z g'(x) % —sin(x)
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Aufgabe 6 (Tutorium):
(a) Berechnen Sie mit dem Satz {iber die Ableitung von Umkehrfunktionen die Ableitungen von
e Arsinh: R — R,
e Arcosh: [1,00) — [0, 00),
in allen Punkten, in denen die Ableitung existiert.

(b) Es sei f: R — R positiv homogen von Grad o € R, d.h. es gilt f(Ax) = A\*f(x) fir x € R, A > 0.
Zeigen Sie, dass f auf R\ {0} differenzierbar ist mit Ableitung f'(x) = < f(x).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6:

(a) Sinus Hyperbolicus: Es ist sinh: R — R stetig mit Grenzwerten lim,_, 1 sinh(z) = +oo. Nach
dem Zwischenwertsatz ist also sinh(R) = R. Wegen sinh’(x) = cosh(z) > 1 ist sinh streng monoton
wachsend, also bijektiv, und der Satz iiber die Ableitung von Umkehrfunktionen liefert:

1 1 1 1

Arsinh/(z) = = - = =
(z) sinh’(Arsinh(z))  cosh(Arsinh(z)) \/1 + sinh?(Arsinh(z)) V1 + 22

fiir alle 2 € R, wobei wir cosh?(y) = 1 + sinh?*(y) > 0 verwendet haben.

Cosinus Hyperbolicus: Es ist cosh: [0,00) — R stetig mit cosh(0) = 1 und lim,_, cosh(z) = oo.
Wegen cosh’(z) = sinh(x) > 0 fiir z > 0 und dem Mittelwertsatz ist cosh auf [0, co) streng monoton
wachsend, also bijektiv, und der Satz iiber die Ableitung von Umkehrfunktionen liefert:

1 1 1

Arcosh’(z) = ; = — =
cosh’(Arcosh(z))  sinh(Arcosh(x)) 72— 1

fiir = > 1, wobei wir sinh?(y) = cosh?(y) — 1 und Arcosh(z) > 0 verwendet haben.

In x = 1 ist Arcosh nicht differenzierbar wegen cosh’(0) = 0: Wire Arcosh differenzierbar, so wiirde
aus der Kettenregel folgen:

1 = (Arcosh o cosh)’(0) = Arcosh’(cosh(0)) - cosh’(0) = Arcosh’(1) - sinh(0) = 0.
(b) Beweis: Sei x € R\ 0. Dann gilt fiir |h| < |z|:
)= (148 x) = (1 n z) f().

Schreiben wir g(h) := (1 + %)a, S0 ist

et b= 1) _ o090 ) ¢ 0)5(0)

Die Ableitung von g ldsst sich mit dem bekannten Rechenregeln berechnen als « - %, woraus die

Behauptung folgt.

Alternatives Argument: Fir x > 0 ist f(x) = 2®f(1) und damit f differenzierbar mit f/'(z) =
az® 1 f(1) = 2f(x). Fir z < 0 folgt die Behauptung analog aus f(z) = (—z)*f(—1). Dabei
folgen die beiden verwendeten Identitéiten direkt, indem man in der Annahme (A, x) ~ (dz,+1)
einsetzt. O
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