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Aufgabe 1 (Tutorium):
Berechnen Sie die Grenzwerte

1 In(z243)
(1) limg 00 In(xz)

. . 14-cos(mx
(if) Jimg o TEFET,

(iii) limg—eo (sin(y/z) — sin(v/z + 1)).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:

(a) Nach der Regel von I'Hospital aus (b) im Abschnitt 11.9 der Vorlesung gilt

z— 00

2 2z 2
. In(z® + 3) rHospital ,. 3213 . T .
hmg EPR lim x1+3:2hm =2 lim 3 =2
——

(b) Nach der Regel von I’'Hospital aus (a) im Abschnitt 11.9 der Vorlesung gilt

x—1 xz—1
—0 —0
—_——~
.1+ cos(mx) rHospital . Sin(7w) IHospital o .. cos(mw) w2
lim -—————+ = —7lim = —7° lim = —.
=1 g% — 20 +1 z—=1 20 — 2 z—1 2 2
—_——— —— ~—
z—1 z—1 #0
—0 —0

(c) Sinus ist fiir jedes z > 0 auf [z, vz + 1] stetig und auf (v/z, vz + 1) differenzierbar. Nach dem
Mittelwertsatz aus Abschnitt 11.7 des Skriptes, existiert ein &, € (v/x,v/z + 1) mit

sin(vz) —sin(voz +1) = —(sin(vz + 1) —sin(vz)) = —cos(&) (Vo + 1 — V)

Folglich
. . 1 1 250
sin(v/x) — sin(v/x + 1)| = |— cos(&, < 0,
() —sin(v& 1) = | eos(6n)]| | < 7=
<1
also

lim (sin(v/z) —sin(vz + 1)) = 0.

Tr—r 00

Aufgabe 2 (Ubung):
Finden Sie ein Intervall I C R mit 0 € I und eine differenzierbare Funktion f: I — R mit

fx)+22f(x) =0,  f(0)=1.

Hinweis: Nehmen Sie an, dass f sich durch eine Potenzreihe darstellen lésst.
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:
Wir nehmen an, dass

flx)= Zanx" firz € I = (—-R,R),
n=0

wobei I = R fiir R = co. Nun wissen wir bereits, dass 1 = f(0) = ag gelten muss. AuBerdem gilt nach
Satz 10.12

fl(x) = Z napz™ Tt = Z(n + 1Day 2™,
n=1 n=0

Soll f nun die gegebene Gleichung erfiillen, so muss gelten, dass
0= f'(z) +2*f(z)

o0
n+ Dapr1z™ + anz™ 2
+

M

n=0 n=0
o 00

= E (n+ Dapp12™ + E Ap_ox”
n=0 n=1

=ay +asx + Z((n + Dapy1 + an—2)a”

n=2
fiir jedes x € I. Nach Satz 11.15 liefert das per Koeffizientenvergleich, dass

Gp—2

fir n > 1.
n+1

ap=1, a1=0, a2=0, ap41=—

Fir n =3k + 1 und n = 3k + 2 folgt somit asgi+1 = asgk+2 = 0, fiir n = 3k folgt

a3(k—1) _  Qo(k-2) _ (c1)k-0 (=1)*
3k 32k(k-1) 3kE!  3kEDC

azk = —

Somit ergibt sich
> (_1)kx3k )
f@) =3 = "
k=0
und da die Potenzreihe den Konvergenzradius co hat, kénnen wir I = R wéhlen.

Aufgabe 3 (Ubung):
Beweisen Sie die Leibnizregel. Sei n € N. Seien I C R ein Intervall, f,g: I — R zwei in I mindestens n
Mal differenzierbare Funktionen. Dann gilt

(fg)™ = zn: (Z)f(’“)g(""“)~

k=0

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:
Wir beweisen die Aussage durch vollstdndige Induktion. Der Induktionsanfang ist die gewohnliche Pro-

duktregel, nach ihr gilt
1

(foV =Ffg+fd=> G@) fRg=h),

k=0

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, dass die Induktionsannahme

n

FOREDY (Z) FE (@o)g®

k=0

fiir ein natiirliches n < m — 1 gilt und zeigen die Behauptung fiir n + 1. Es gilt

(79)" = (™)
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mit der Induktionsannahme

mit der Kettenregel

3

_ (knl)f (n+1k+2(> g(nH1=F)

Das ist, was zu zeigen war.

Aufgabe 4 (Tutorium):
(i) Die Funktion f : R — R sei durch f(z) = 22 — 22 + 1 definiert. Bestimmen Sie die Potenzreihe, die
in einer Umgebung von x¢ = 0 die Funktlon darstellt.

(ii) Die Funktion g : (—1,00) — R sei durch g(z) = In(1+=x) definiert. Berechnen Sie das Taylorpolynom
T4(g;0) und zeigen Sie, dass

0 < g(x) —Tu(g;0)(x) <

U!M—l

fir alle z > 0 gilt.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:
(i) Die Menge der Nullstellen von f ist N(f) = {1}. Also ist + auf D =R\ N(f) erklart. Gesucht ist
eine Potenzreihe Z;’LO:O anx™ mit positivem Konvergenzradlus r >0 und

7‘2%195 Ve eD: |zl <r.
—2z+1 =

Multiplizieren mit dem Nenner der linken Seite liefert die dquivalente Aussage

1 = <i an:c"+2> -2 (i anx”H) + <i an$n>
n=0 n= n=0

Inde);Shift (i angw”> _9 <Z P ) ( > an$n>

n=2 =

(Z angx"> -2 (aow + Z Ap—1T ) (ao +a1z + Z anx”>
n=2

n=2

= ag + (a1 — 2ap)x + Z(an,g —2ap-1 + ay)x"” Ve e D: x| <r.
n=2

Beide Seiten dieser Gleichung sind eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius. Nach Satz
11.15 des Skriptes (Koeffizientenvergleich) gilt

ap=1, a1 —2a0=0, Yn>2:a,_9—20,_1+a,=0
Die ersten fiinf Koeffizienten sind

aozl,
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a1 = 2ag9 = 2,

as =2a1 —ag=4—1=3,

a3 =209 —a1 =6—2=4,

ag = 2a3 —as =8 —3=27.
Das legt die Vermutung a,, = n + 1 fiir alle n € Ny nahe. Wir beweisen dies durch vollstdndige
Induktion iiber n.
IA (n =0): Klar.
IS (n ~» n+1): Sei n € Ny beliebig. Es gelte die (IV) a = k+1 fiir alle k € {0,...,n}. Dann gilt
fiir n 4+ 1 das Folgende. Ist n =0, so ist ap41 = a1 =2=(n+1)+ 1. Ist n > 1, so gilt

v
nsr =200 —ane1 224+ 1) —(n—141)=n+2=(n+1)+1.

Dies schliefit den Beweis der Vermutung ab.

Wir miissen noch sicherstellen, dass die gefundene Potenzreihe einen positiven Konvergenzradius
hat. Nach der Formel von Cauchy-Hadamard gilt

1 1
limsup, o, {/]an]  limpoe ¥+ 1

r

1>0.

Fiir alle |z| < 1 gilt also
1 oo
v =2x+1 ‘=

(ii) Die Funktion g ist beliebig oft differenzierbar. Wir berechnen die ersten fiinf Ableitungen. Fiir alle
x € (—1,00) gilt

g(x) = In(1 + =),

9@) =

9 (2) = —ﬁ,
0@) =
9@ =~
9 (2) = %~

Das Taylor-Polynom Ty (g;0) ist laut Abschnitt 11.12 des Skriptes Vorlesung durch

= g™ (0 1, 2 6 1, 1, 1
T4(g;0)(z) = Z g k:'( )xk =In(1)+ 1z — 51'2 + 6353 - ﬂmA =x— 51'2 + gx?’ - 1354
k=0 ’

fiir alle z € R gegeben.
Sei > 0. Nach dem Satz von Taylor aus dem Abschnitt 11.12 des Skriptes gibt es ein £ € (0, )

mit ®) s
g 5 _ 1
—Ty(a:0 - -z
Wegen 0 < ﬁ < 1 folgt )
0 < ge) ~ Talg:0)(a) < £2°

Aufgabe 5 (Ubung):
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(i) Die Funktion f : R — R sei durch f(x) = 22 + 2z — 3 definiert. Bestimmen Sie eine Potenzreihe,
die in einer Umgebung von g = —1 die Funktion % darstellt.

(ii) Die Funktion g : (—1,00) — R sei durch g(z) = e * + H% definiert. Berechnen Sie das Taylorpoly-
nom T, (g; %) und geben Sie eine Konstante C' > 0 an, fiir die

o)~ o515 )@

fir alle = € [0, 1] gilt.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5:

(i) Die Menge der Nullstellen von f ist N(f) = {—3,1}. Also ist % auf D = R\ N(f) erklart. Gesucht
ist eine Potenzreihe Y~ j a,z™ mit positivem Konvergenzradius r > 0 und

1 = ,

n=0

Multiplizieren mit dem Nenner der linken Seite liefert die dquivalente Aussage

1 = <i an(x + 1)”) (IQ + 2z — 3) = (i an(x + 1)”) ((x + 1)2 _ 4)

n=0 n=0
- (Saterr) o Soer)
n=0 n=0
Index-Shift (Z ap—o(x + 1)”) —4 (ao +ai(z+1)+ Z an(z + 1)n>
n—2 n=2

= —4a0—4a1(ﬂc—|—1)+Z(an,2—4an)(x+1)" VeeD:|lz+1|<r.

n=2

Beide Seiten dieser Gleichung sind eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius. Nach Satz
11.15 des Skriptes (Koeffizientenvergleich) gilt

—4a9 =1, —-4a1 =0, VYn>2:a,_o—4a, =0.

Damit ergibt sich induktiv

1 1 1 n 1 nl 1 n+1
ao E aZn:ZaQ(n—l):"': 1 ap = — 1) 2~ \a )

1 1\"
aj 0, A2n+1 = 7A2(n-1)+1 =~ = () a; = 0.

4

Wir missen noch sicherstellen, dass die gefundene Potenzreihe einen positiven Konvergenzradius
hat. Nach der Formel von Cauchy-Hadamard gilt

_ 1 _ 1 _ 1
limsup,,_, o V/|an| lim,, o 2n/(%)n+1 lim,,_,oo 20 iﬁ

Fiir alle |z + 1] < 2 gilt also

=2>0.

r

o0

1 1 2n
x2+2x—3:_z4n+1(”3+1) ‘

n=0

(ii) Die Funktion g ist beliebig oft differenzierbar. Wir berechnen die ersten drei Ableitungen. Fiir alle
x € (—1,00) gilt
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(1) — _o~T _

g () (1+2)2
2

(2) — o T

g (J?) € + (1 + 1.)37
6

(3) — T _

g () e T

Das Taylor-Polynom T5(g; 3 ) ist laut Abschnitt 11.12 des Skriptes Vorlesung durch

o = 2L (e-3)

I I
7N /Cb\
|~ |
® Wl
+ +

[SCIN ) —
~—— 4=
| =
I/~ ~—
| |

+ - ~N
‘ I
[N
+
—~
—
+ =
N =
SN—
[
~—
RS
|
N
N———

)0 2R s

fir alle z € R gegeben.

y

Sei x € [0,1]. Nach dem Satz von Taylor aus dem Abschnitt 11.12 des Skriptes gibt es ein £ zwischen

x und % mit

w-afo - £49(c-1)

Aus 0 < € folgt

6
1+

Somit gilt mit C := % wie gefordert

‘9(3)(5)‘ = '65 -

fir alle z € [0, 1].

Aufgabe 6 (Tutorium):
Berechnen Sie mit Hilfe des Riemann-Kriterium

b
/ 22dx.
0

Hinweis: Nutzen sie Y k? = % von Aufgabe 2a aus Ubungsblatt 3.

k=1

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6:
Wir schreiben f : [0,b) > R 2 — 2?2 . Sei Z,, = x¢,...,x, mit x; = jb/n(j = 0,1,...,

M; =

£(a;) = (jb/n)? und m; = f(x;—1) = ((j — 1b/n)? und |I;] = b/n und 50

Pl =3 2y =M VEIED e o)
j=1

M=

Sf(Zn) =

<
I
—

n

(n—1n2n—-1) s

|

Sf(Zn) 613 3

<
Il
i

Jj=1
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(et ) (-3)

Dann gilt

Flai—)|LI =Y (G - 1)2(b/n)® =b° — 3 (n—o0).
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Wobei wir Y k? = w von Aufgabe 2a aus Ubungsblatt 3 in der letzten Gleichung benutzt
k=1
haben. Damit folgt
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