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Aufgabe 1 (Ubung):
Berechnen Sie mit Hilfe von geeigneten Riemannschen (Zwischen)summen die Grenzwerte

(i) limp—oo 7571 2op—q kP, wobei p > 0 fest ist, und
(if) limpyeo Sopmn L.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:

(i) Es gilt fiir jedes n € N

1 n 1 n k‘ P n
WHZW=nZQJ::(Mwm=w%xW»
k=1

k=1 k=1
wobei f: R — R, z— 2P,

2
n

1 n
Zn{xo()’IlaIQ ,...,Inl}, E(n):(£177§n):(x177xn)
n n

Die Feinheit der fquidistanten Zerlegung Z,, des Intervalls [0,1] ist || Z,] = + == 0. Da f €
R([a b]) nach Satz 12.5 des Skriptes gilt af(Zn, ¢ ”)) e fl f(z) dz nach Satz 12.7 des Skriptes.

1 gegeben Nach dem Hauptsatz (1) aus

Abschnitt 12.10 des Skriptes gilt

1 L B 1
Aﬂmmzmmpwjii

(ii) Es gilt fiir jedes n € N

2n—1 2n— n

ni nd x- 1 1 1 n
> 5 Z F i nszl w2 T = 2 @I = 05(Z,60),
k=n k=n k=1 n k=1

wobei f:(—1,00) > R, z —

3\*—‘

1
14z

3
\
—
3

1
Zn{xooaxla"'axn—l 7In1}7 f(n):(fﬂo,...,l’n_l).
n n

n—oo

Die Feinheit der dquidistanten Zerlegung Z,, des Intervalls [0,1] ist || Z,|| = + —— 0. Da f €
n—oo

R([a, b]) nach Satz 12.5 des Skriptes, gilt o 7(Z,, ™) 2= fol f(z) dz nach Satz 12.7 des Skriptes.
Eine Stammfunktion von f ist durch F : (—1,00) — R, z — log(l 4+ x) gegeben. Nach dem
Hauptsatz (1) aus Abschnitt 12.10 des Skriptes gilt

/0 @) de = [F(z)]_, = log(2).

Aufgabe 2 (Tutorium):
Berechnen Sie mit Hilfe von geeigneten Riemannschen (Zwischen)summen die Grenzwerte
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(i) limy oo 2> 4, cos(45) und
(i) limp oo 2 [Tr_, (k +n)w.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2
(i) Es gilt fiir jedes n € N

n

Zcos(kﬂ> Zf k) |Ik|*0f(me(n)
h—1

wobei f: R —> R, z — cos(%x)
1 2 n
Zn: {330 :O,$1 = EaxQ = .., In = ﬁ = 1}7 f(n) = (gla"wgn) = (.’El,...,xn)-

Die Feinheit der dquidistanten Zerlegung Z,, des Intervalls [ 1ist || Z,] = £ =% 0. Da f €

R([a, b]) nach Satz 12.5 des Skriptes, gilt o (Z,, &™) 222 f( ) dz nach Satz 12.7 des Skriptes.
Eine Stammfunktion von f ist durch F : R — R, z — %sm(g ) gegeben. Nach dem Hauptsatz
(1) aus Abschnitt 12.10 des Skriptes gilt

1 ) 9
T
(ii) Es gilt fiir jedes n € N

eemt = T1(5") =1

k=1 k=1

S

1
Zn:{$0:0,$1:,...,xn1: 7xn:n:1}a g(n):(xh?xn)
n n

Die Feinheit der dquidistanten Zerlegung Z,, des Intervalls [0, 1] ist HZ | =1 272 0. Da
f € R([a,b]) nach Satz 12.5 des Skriptes, gilt of(Z,,¢M™) 222 fo x)dx nach Satz 12.7 des

Skriptes. Da die Exponentialfunktion stetig ist, gilt exp((af(Zn,§ "))) 3_—“}—0% exp (fo flx dx).

Eine Stammfunktion von f ist durch
F:(-1,00) = R, x— (x+1)log(x +1)—x

gegeben (vgl. Beispiel (2) im Abschnitt 12.11 des Skriptes). Nach dem Hauptsatz (1) aus Abschnitt
12.10 des Skriptes gilt

' 0g(2)) 2
exp (/0 f(z) dx) = exp([F(x)]izo) =exp(2log(2) — 1) = M _ é

e (&

Aufgabe 3 (Ubung):
Berechnen Sie die Integrale
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(i) /:t—ldt, (iv) /farctan(\/\/f— )dt,

4 1
(ii)/l Mdt, (v) /O (1+2t)3dt,
(iii) /0 ’ %tQSin(%)dt (vi) /1 etlog(t)dt.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:
Wir halten zunéchst fest, dass jeder Integrand auf dem jeweiligen Integrationsintervall stetig ist und
deshalb auch integrierbar nach Satz aus Abschnitt 12.5 des Skriptes.

(i) Es gilt
2 1 2 1 2
/|t71|dt = /|t71|dt+/|t71|dt:/ (17t)dt+/(tfl)dt
-2 -2 1 -2 1
t2 t=1 t2 t=2
. {t—} +[—t] =5,
2= 2 t=1

(ii) Es gilt nach der Substitutionsregel aus dem Abschnitt 12.12 des Skriptes

— 4t = / —7dt:/ fzdx:/ da
1 Vi1 + V) 12Vt 1+ Vi g9(1) 1 1+2
~—~— ~—~
=9'(t) =9(t)
——

=f(g(t))

- 2ﬂmx1+ami_1=2amxm-—mgm»::zbg(§>.

(iii) Es gilt nach der Regel der partiellen Integration aus Abschnitt 12.11 des Skriptes

s
2

1

2 1 1,02 1 (%
/ —t2 sin(2t) dt =1 —[ cos(2t) - tﬂ + f/ t cos(2t) dt
Ty =11(1)
=g(t)
w2 1 [z

= 1—6—1—5/0 t cos(2t) dt.

Das verbliebene Integral wird wieder partiell integriert zu

™

3 1
/ t cos(2t) dt 2 {t-sm(m]
0 e 2
=9 = (1)

us
2

L[ sty ae = Hoston) g = -4
_ = 11 = — = ——.
2 ), S 71cos —o 5

t=0

Insgesamt also

s

z 1 2 1
“t?sin(2t)dt = — — =.
/0 pf sin@h)dt =75 —

(iv) Es gilt nach der Substitutionsregel aus dem Abschnitt 12.12 des Skriptes

4 ) 2
/ arctan(\/ Vit — 1) e = / 2sarctan(v/s — 1) ds
1 s 1

=2s

~+

::.‘o_
o

1

7I2

s=r AL 4/ (22 4 1)z arctan(x) dz.
0

ds
=2z

Weiter gilt nach der Regel der partiellen Integration aus Abschnitt 12.12 des Skriptes
1 1,4 2

2
4(x? + D arctan(z)dz = [(m‘l + 22?) arctan(x)]glczo B / . da
0

1+ 22
' (z) g(z)
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3 (14?2 -
= ,ﬂ_/ wdx
4 o 1+ 22
3
4

1oy 1
7r+/ 7dx—/ 1+ 2%dx
o 1+a? 0

_ 1 =1 4
= §7r + [arctam(;v)]:’[‘:(lJ — |z 4 -2? =7 —=.
'” 3 1.0 3
(v) Substitutionsregel liefert
! =511 ? Lo 403 81—1
1+2t)dt = 7/ Pds = —[s'] _, = —— =10.
‘/0 ( + ) %:l 9 1 s s 8 [8 }szl 8
(vi) Partielle Integration liefert
¢ 2 e ez 1 [° €2 1
t log(t)dt = |=logl(t — | sodt=—=—<- [ tdt=—— [
1 =F/(t) Og((t)) |:2 Og( ):| t=1 /1 2t 2 2/1 2 4[ ]t:1
= =9
_ e?+1
4
Aufgabe 4 (Tutorium):
Berechnen Sie die Integrale
km T
(i) / |sin(t)|dt fiir festes k € Z, (iv) / t cos(t)dt,
(k—1)m 0
2 3
€ 1 t
.. . o [t
(i) /1 #(1 + log(?)) “ ) arey
ﬁ 10g2(7) 1
(iii) /0 arcsin(t)dt (vi) s mﬂh

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:
Wir halten zunéchst fest, dass jeder Integrand auf dem jeweiligen Integrationsintervall stetig ist und

deshalb auch integrierbar nach Satz aus Abschnitt 12.5 des Skriptes.

(i) Die Nullstellenmenge des Sinuses ist 7Z (siehe Abschnitt 10.2 des Skriptes). Also hat der Sinus
fir jedes k € Z auf [(k — 1), k] keinen Vorzeichenwechsel (Zwischenwertsatz aus Abschnitt 9.9 des
Skriptes). Folglich gilt

km
/ |sin(¢)|dt =
(

k—1)rw

=km
= ‘_[Cos(t)]::(k—l)n

km

/ sin(t) d¢
(k—1)m

= |-0F = )ED = [DF ()Y =2

(ii) Es gilt nach der Substitutionsregel aus dem Abschnitt 12.12 des Skriptes

/e 1 q / 1 1 q /W) f()d
1 t(1+log(t)) 1t 1+1og(?) 9(1)

1
1 1
= [ do = log(1 +2)11_y = log(2).
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(iii) Es gilt nach der Regel der partiellen Integration aus Abschnitt 12.11 des Skriptes

Z Z V3 z 1
arcsin(t)dt = / 1 arcsin(t) dt = [tarcsin(t)],Z, —/ t- dt
| avesinge) [T 2w = el - [T g
=f'(t) =g(t)
_ V2o / Tt
2 4 fy vi—e o
Weiter gilt nach der Substitutionsregel aus Abschnitt 12.13 des Skriptes
V2 V2 V2 1
2y 2 1 o(%) g
dt = / 2t 7dt:/ f(x)dx:/ ——dx
/0 V1—t2 o =g(1) 4(0) 0o 2Vl-x
=g'(t) PNy
21— ¢
=f(g(®))
1 1
= —VTTal, =1
Insgesamt also
vz
e 2 1 2 2
/ arcsin(t)dt:iozf(lf—):JJrifl.
o 2 4 V2 8 2
(iv) Die Technik des ,Scharfen Hinsehens“™zusammen mit der Substitutionsregel liefert
=g(t)
2 3 2 2 4
t 1 t 1
/ﬁdt - 7/73 2t dt:f/%dx
1 (1+1¢2)2 2/ 1+12): ~~ 2/ 1+2)2
——— =9' (1)
=f(g(t))
1" 1+z 1 IR | 1
= o 3 3 dr = - i 3 dz
21 (1+2)2 (1+a2)2 21 (I+2)z (1+a2)2
1+ 1 5 1 3 5 1 5
y=1+z -3 -2
=" S| vy dy=[yl,- +{}
%:1 2/2 \/_]y 2 \/zj y=2
1 1 6v5  3v2
_ sovae Lo L_ 068 52
Vb V2 b 2
(v) Fiir den Integranden gilt per Definition
1 4 4
vt > 0.

sinh(¢) cosh(¥) - (et —e t)(et + e~ 1) T et _ g2
Daher bietet es sich an, die Substitutionsregel zu verwenden. Man erhélt

log(7)
2

log(7)
> 1 4 t=1og(s) "1 1
e dt = o dt = 2/7' rds =
log(3) sinh(t) cosh(t) lg® e* —e f=4

7 7
2
- /7@:/ L b g
3 (s=1)(s+1) 3 s—1 s+1

- (2) u(2) (2)

Aufgabe 5 (Ubung):
Sei f € C2([0,2]), zeigen Sie, dass

i o [ F()(f(o o+ 1/m) ~ fl@)do = H(F(1? - £(O0P)
0

n—00
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gilt.
Losungsvorschlag zu Aufgabe 5:

Wir zeigen zuerst, dass n(f(z + 1/n) — f(z)) gleichméBig gegen f’(x) konvergiert. Mit dem Satz von
Taylor 11.12 folgern wir

flot5) = f@) + 5 /@) + 5" (&) & € [o,0+ 5]

Da f € C?([0,2]) folgt f € C([0,2]) und somit ist supy o) |f”(x)| < co. Damit schéitzen wir ab

lim [n(f(z+1/n) = f(z)) = f'(z)| = lim |35 f" ()| < 5 sup [f"(z)] lim & =0.

n—oo n—oo N -'LE[O,Q] n—oo
Damit folgt, dass n(f(x + 1/n) — f(x)) gleichméBig gegen f’(x) konvergiert. Da f(x) stetig in 2 und

unabhéngig von n ist folgt, dass n(f(z + 1/n) — f(x))f(z) gleichméBig gegen f(x)f'(x) konvergiert und
somit

i n [ @@+ 1) = @)= [ f@r @ < [3P@] = 300 - F0P)

n— 00
(f2)y=2ff

Aufgabe 6 (Tutorium):

(i) Beweisen Sie den Mittelwertsatz der Integralrechnung: Ist f: [a,b] — R stetig und g € R([a.b]) mit
g > 0 oder g <0, so existiert ein £ € [a,b] mit

/a ' fe)a(a) dz = £ / @) da.

Folgern Sie daraus: Ist f: [a,b] — R stetig, so existiert ein £ € [a, b] mit
b
[ t@yae= @ -a

(ii) Seia > Ound f: [—a,a] — R stetig. Zeigen Sie: Ist f gerade, also f(—z) = f(x) fir alle x € [—a, a],
so gilt

fl@)da = 2/ f(z)da.
—a 0
Ist f ungerade, also f(—xz) = —f(z) fir alle z € [—a, a], so gilt

’ flx)dx = 0.

—a

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6:

(i) Da f stetig auf dem kompakten Intervall [a, b] ist, nimmt es sein Maximum M und sein Minimum
m an. Nach Satz 12.3 (1) gilt also (unter der Annahme g > 0, der andere Fall funktioniert analog)

m / @y < / ' fla)gle) do < M / @) .

Also existiert ein K € [m, M] mit

/ ' fa)ole) do = K / @) .

Zu diesem K existiert nach dem Zwischenwertsatz ein £ € [a,b] mit K = f(£), womit die erste
Behauptung folgt. Setzt man g = 1, so folgt die zweite Behauptung mit fab ldz =b—a.
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(ii) Nach Satz 11.6 (1) gilt

—a

a 0 a
f(z)dz = 3 f(x)dx—I—/o f(z)da.

Fiir das erste Integral nutzen wir die Substitution y(z) = —z. In der Schreibweise der Merkregel
aus der Vorlesung gilt nun % = —1, also dz = —dy. Auflerdem gilt y(—a) = a, y(0) = 0. Nach

der Substitutionsregel folgt demnach

0 0 a
[ f@ar= [ e | f(—y)dy—{

Dies liefert die Behauptung.
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foa f(y) dya
— Jo f(y)dy, [ ungerade.
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