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Aufgabe 1 (Ubung):
Untersuchen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale auf Konvergenz.

1 1 1
W [ st © [ Gox(0)*ar.

1

(b) /Zet21og(1+|t|)dt, () /O“smC) dt.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:
(a) Firalle 0 <t <1gilt > <t < Vt. Damit folgt
1 1

TV VB SV

1
<
’2\/{5—#

fir alle 0 <t < 1. Sei 0 < a < 1. Es gilt
/ —dt-? } T o 9ya
t=a
fiir @ — 0+4. Also ist das uneigentliche Integral fo % dt konvergent. Nach dem Majorantenkriterium
aus der Vorlesung ist auch das Integral fol 2\/{%152 dt (absolut) konvergent.
(b) Wir schitzen fiir t € R ab:

2 1 —t2 lfm

t“ >t -7 = e <ed
und

1
log(1 + [t]) < T (log; 2)(1 + [t]) = log(x) + —(1 + [t] - )

fir z > 0, da log konkav ist. Die Tangenten-Ungleichung haben wir (fiir den Fall einer konvexen
Funktion) in der Ubung gezeigt.

Wir setzen x = 1, und erhalten so

—t2 l—\t|
0< e log(1+ Jt]) < 1]

oo
/ e~ It dt,
— 00

da die uneigentlichen Integrale [;*e~*l|t|dt = [ e *tdt und f e~ t¢[dt = [;~ e "t dt nach
Aufgabe 5 von Ubungsblatt 12 konvergieren mit Integralwert 1. Also folgt die Konvergenz des

Integrals
/ e~ log(1 + |¢]) dt
0

Nun konvergiert

aus dem Majorantenkriterium.
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(¢) Sei 0 < a < 1. Mit der Substitution ¢ = e~® berechnen wir

1 0 log(%)
/ (log(t))*dt = —/ ste™sds = / ste™ ds.
a — log(a) 0

Wegen lim,_, 04 log(é) = 00, ist das uneigentliche Integral fol (log(t))* dt konvergent, wenn das
uneigentliche Integral fooo s*e™*ds konvergent ist. Dies ist nach Aufgabe 5 auf Ubungsblatt 12
tatséchlich der Fall.

(d) Auf (0,1] gilt [sin($)| < 1. Da das uneigentliche Integral
1 1
/1dt:hm ldt=liml—-a=1
0 a—0 J, a—0

konvergiert, liefert das Majorantenkriterium auch die Konvergenz des gesuchten Integrals.

Aufgabe 2 (Tutorium):
Seien o € (—00,0) und B € R. Untersuchen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale auf Konvergenz
und bestimmen Sie gegebenenfalls ihren Wert

(a) / " et cos(B) dt, (c) / b dt,

oo L+ €t
tlog > 1
(b) / sinh(t dt’ (d) /2 tlog(t)? dt.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2

(a) Sei T' > 0. Es gilt mit zweimaliger partieller Integration
' LB
/ e* cos(Bt) dt = t cos( ﬂt / tsin(Bt) d
0

2 T
(eaT COS(,BT) — 1) + % [eat Sin(ﬁt)] zig _ % /0 et COS(ﬁt) dt

r—v

Qlm Rl QI+

a2

5 ﬁQ T

(€T cos(BT) — 1) + S e*Tsin(BT) — / e cos(Bt) dt
o? 0

Addieren von g—z fOT e cos(Bt) dt auf beiden Seiten liefert

T T
<1 + f;) /0 e cos(Bt) dt = o 4_262 /0 e* cos(Bt) dt = é(eo‘T cos(BT) — 1)+ %GO‘T sin(8T)

(%

und damit

T
(o3 (o3 ﬂ e :
/0 e® cos(Bt) dt = 2 j_ 52 + o2 i 528 T cos(BT) + me T sin(BT).

Wegen
le®T cos(BT)| < e*” =0 sowie [e*Tsin(BT)| < e*” =0 fiir T — oo,

ist das uneigentliche Integral fooo e cos(St) dt konvergent und es gilt:

00 T
/ e cos(fBt)dt = lim e cos(Bt) dt
0

T—o0 Jo
T « &% oT ﬁ oaT -
= TIE;HOO (— a2 + 52 —+ a2 + 626 COS(ﬁT) —+ me Sln(ﬁT))
- *
- a2 + 62 !
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(b) Wir untersuchen den Integranden in der Ndhe der unteren Grenze. Es gilt

log () < log(i> — 1

fir alle 0 < ¢t < L. Ferner folgt aus der Potenzreihendarstellung des sinh und einer Indexver-

schiebung, dass ‘

o0 oo

1
0< . ht —t= 2n+1 2n+1
sinh(f) ;(2n+1) =) Gy 2n+1

n=1
[e) oo
1

:§(2n+3) = Z 2n+3

fiir alle 0 < ¢ < 1 gilt. Wir definieren h: R — [0,00) durch A(t) = >0, m%n fir t € R. Die
Funktion h ist durch eine Potenzreihe mit unendlichem Konvergenzradius gegeben, insbesondere

ist h also stetig. Als stetige Funktion nimmt sie auf kompakten Intervallen ihr Maximum an, also
existiert ein M > 0 mit 0 < h(t) < M fir alle 0 <t < % Also gilt

_ tlog(t) < tlog(e) - 1
sinh(t) —t — #3h(t) — M

firalle 0 <t < % Wegen

/i L, 1711 1 /1 .
——dt=—— |- =—|-—e 00
. 2M M\t|,, M\a

1
fiir @ — 0+, ist das uneigentliche Integral [ 4 dt divergent. Nach dem Minorantenkriterium aus
der Vorlesung ist dann auch das uneigentliche Integral

< tlog(t)
a /0 sinh(t) — ¢ d
° tlog(t)
—F——dt
/0 sinh(f) — ¢

(c) Sei a < 3. Mit der Substitution s = e! berechnen wir

3 2t &3 2 &3
e s© 1 1+s—1
—dt = —ds = —d
/a 1+et /ea Ttss @ /ea 1+s

e3

T P P N
=/ T35 ds =[5~ log(1 +5)] ..

a

divergent. Somit ist das Integral

ebenfalls divergent.

=e3 —log(1 +e?) —e® +log(1l +e%) — > —log(1 + ¢%)

fir a — —oo. Damit ist das uneigentliche Integral f dt konvergent und es gilt

oo 1+e’

3 o2t
dt =e” — log(1
/ o e? —log(1 + e%).

(d) Sei T'> 2. Mit der Substitution 2 = log(¢) und “dz = 1 dt” ergibt sich

T 1 log(T') 1
[ [
2 tlog(t) log(2) ¥
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Aus der Vorlesung wissen wir, dass das Integral | loo w—lﬁ genau fiir 5 > 1 konvergiert. Also konvergiert
unser Integral auch genau fiir 5 > 1, und in diesem Fall gilt

o] 1 T 1 |: $17ﬁ :| log(T")
———dt = lim ———dt = lim |———
/z tlog(t)? T o tlog(t)? Tooo| 1= B g
_ log(T)(l_fB) log(2)1_ﬁ B 1
Trie T 15 1-5  (B—1)log(2)F—1°

Aufgabe 3 (Ubung):
Es seien by, bo, b3 € C(R) gegeben durch by (z) = sin?(z), ba(z) = sin(z) cos(z), bs(z) = cos?(z) fiir z € R.
Weiter sei V :=lin{by, ba, b3} und ¢: V — C(R), ¢(f) = f’, wobei f’ die Ableitung von f ist.

(a) Zeigen Sie, dass by, by, bs linear unabhéngig sind.
(b) Zeigen Sie, dass ¢ linear ist.
(c) Bestimmen Sie Kern ¢ und Bild ¢.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:

(a) Wir rechnen die Definition der linearen Unabhéngigkeit nach. Dafiir seien oy, as, a3 € R mit
a1b1 + Ck2b2 + O[3b3 = 0,

d.h. a1y (z) + agba(x) + asbs(x) = 0 fiur alle € R. Fir = 0 erhalten wir daraus ag = 0, Fiir

x = 3 erhalten wir daraus a; = 0. Also ist agby = 0. Setzen wir z.B. z = 7 ein, folgt az = 0.

1
Insgesamt haben wir a; = as = ag = 0 gezeigt.

(b) Zunéchst halten wir fest, dass ¢ definiert, d.h. dass jedes f € V eine stetige Ableitung besitzt: Da
b1, b, b3 stetig differenzierbar sind, ist dies auch jede Linearkombination dieser 3 Vektoren (C!(R)
ist ein Vektorraum!), also jedes f € V.

Linearitat von ¢ folgt aus den bekannten Rechenregeln fiir Ableitungen: Es gelten ndmlich ¢(af) =
(af) =af =ap(flund ¢(f+9)=(f+9) = +9 =o(f) + ¢(9) fir f,g €V und a € R.

(c) Sei f = a1by + asbs + asbs € V. Dann ist
f'(x) = 20y sin(z) cos(z) + az(cos?(z) — sin?(x)) — 203 sin(z) cos(z),
also
/= —asby +2(a1 — ag)be + agbs.
Da by, bs, b3 linear unabhéingig sind, erhalten wir direkt
=0 < a;=0,a1 —a3 =0 < f=ai(b +b3)
und damit als Kern
Kern ¢ = {a; (b1 + b3): a1 € R} = lin{1},

die Menge aller Konstanten Funktionen. Hier bezeichnet 1 = by + b3 die Konstante 1-Funktion.

Wir kéonnen auch direkt das Bild ablesen:

Bild ¢ = {OéQ(bg — bl) 4+ Abo: an, \ € R} = lin{b3 — bl,bg}.

Aufgabe 4 (Tutorium):

Bestimmen Sie die Zeilennormalform der Matrix

0 -2 2 4
A= 4 -6 4 -5
-2 0 1 7
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Sind die Zeilen linear unabhéngig? Bestimmen Sie eine Basis der linearen Hiille der Zeilen von A.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:
Wir fithren folgende Zeilenumformungen durch:

0 -2 2 4 0 -2 2 4 (=3)
A=|4 -6 4 -5 i+w 07669J+
-2 0 1 7 2 -2 0 17

0 -2 2 4 -2 0 1 7\ | -—%
~10 0 0 -3 jw 0 -2 2 4 |.i
-2 0 1 7 0 0 0 -3/ | —%

10 -3 -1 + 1o -0
W01—1—2i+ ~10 1 -1 0
00 O 1 2 4.1 0 0 0 1
Die letzte Matrix ist in Zeilennormalform. Ablesen liefert den Zeilenrang r = 3. Nach der Vorlesung
(r =n), sind die Zeilen von A damit linear unabhingig und bilden damit eine Basis ihrer linearen Hiille.

Aufgabe 5 (Ubung):
Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von «, 5 € R die Zeilennormalform der Matrix

1 4 3 -2 0
1 -2 1 4 2
A=19 o 2 4 4
1 0 -1 a B

Fiir welche a, 5 sind die Zeilen linear unabhéngig? Bestimmen Sie eine Basis der linearen Hiille der Zeilen
von A.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5:
Wir fithren folgende Zeilenumformungen durch:

1 4 3 -2 0 (=1) 7:(-2) 1 -4 3 -2 0 j+
p_ |l -2 1 4 2 J+ o 2 -2 6 2 2 q:(—4)
12 0 2 4 4 + 0 8 —4 8 4 <—]+

1 0 -1 a B 1 0 -1 a B
10 -1 10 4 + 10 0 6 3
Ll02 -2 6 2 i+ Llo2 0 -2 o0} %

00 4 -16 —4 4 g 00 4 -16 —4| | -3

10 -1 a B 10 -1 a 8

10 0 6 3 (1) 100 6 3
Llo1r 0o -1 0 Lot o -1 0

00 1 —4 —1 001 —4 -1

10 -1 a 8B + ot 00 0 a-10 B—4

Die letzte Matrix ist fur alle a, 5 € R in Zeilenstufenform. Ablesen liefert den Zeilenrang r = 4, fur
a # 10 oder 8 # 4. Ansonsten ist » = 3. Nach der Vorlesung (r = n), sind die Zeilen von A damit linear
unabhéngig genau dann, wenn « # 10 oder 5 # 4 gilt. Sind a = 10 und 8 = 4, so ist die letzte Matrix
bereits die Zeilennormalform von B und die Basis ist gegeben durch die drei ersten Zeilen der Matrix. In
allen anderen Fiéllen ist eine Basis durch alle vier Zeilen der Ausgangsmatrix gegeben. Ist a = 10 aber
B # 4, so ist

100 6 3 1 00 6 0
g0 10 -1 0 o1 0 10
001 —4 -1 j+ 001 —4 0
000 0 p—4 e = e 000 0 1
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B—4

die Zeilennormalform von B. Ist o # 10, so sei k = = und es gilt
1 00 6 3 1 0 0 6 3 +
BN010_1 0 1010 -1 0 +
0 01 -4 -1 001—4—1j+
000 a—10 B-4) | -5 000 1 =« 4 da e
1 0 0 0 3-6k
N 01 0O K
0 01 0 —1+4k
0 0 0 1 K
die Zeilennormalform von B.
Aufgabe 6 (Tutorium):
Sei V' ein K-Vektorraum, vy, ...,v, € V. Zeigen Sie oder widerlegen Sie durch ein Gegenbeispiel:
(a) Ist 0 € {vy,...,v,}, so sind vy, ..., v, linear abhingig.
(b) Sind vy,...,v, linear abhingig, so lasst sich jeder Vektor aus M = {vy,...,v,} als Linearkombi-

nation der anderen Vektoren aus M darstellen.

Existiert ein v € V mit eindeutiger Darstellung als Linearkombination der vq,...,v,, dann sind
V1, ..., U, linear unabhéngig.
Sind v, ..., v, linear unabhéngig und v € V', dann sind v; +v,v2 + v, ..., v, +v linear unabhéingig.

Sind v, v linear unabhéngig und sind vy, v linear unabhéngig, so sind auch v, v3 linear unab-
héngig.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6:

(a)

(b)

Diese Aussage ist wahr. Zum Beweis sei v; = 0. Dann kénnen wir 0 = 1-v; = 22:1 0,1y schreiben
(wobei dy; das Kroneckersymbol ist), und haben so eine nichttriviale Darstellung des Nullvektors
gefunden.

Diese Aussage ist falsch. Als Gegenbeispiel betrachten wir v; = ej,v2 = 0 als Teilmenge des
Vektorraums R2. Nach dem ersten Teil sind v, vo linear abhingig. Allerdings gibt es kein oo € R
mit e; = a-0.

Diese Aussage ist wahr. Zum Beweis nehmen wir im Gegenteil an, dass vy, ..., v, linear abhéngig
sind. Dann gibt es aq, ..., a, € K, nicht alle gleich 0, mit 0 = ZZ:1 agvg. Seiv € V ein Vektor mit
eindeutiger Darstellung als Linearkombination der Vektoren vy, ...,v,. Dann erhalten wir durch

v = v + 0 eine weitere Darstellung von v als Linearkombination, ein Widerspruch. Also muss die
Annahme verworfen werden und es folgt die Behauptung.

Diese Aussage ist falsch. Als Gegenbeispiel betrachten wir V = R? und setzen v; = e1, vy = ey und
v = —e;. Dann sind vy, v linear unabhéngig, aber v +v = 0 und vy +v = (-1, 1)T sind nach dem
ersten Teil linear abhéngig.

Diese Aussage ist falsch. Als Gegenbeispiel betrachten wir V' = R? und setzen v; = e; und
vy = v3 = e3. Dann sind vp,ve sowie vy, vs linear unabhangig, aber wegen vo — v3 = 0 sind o, vs
linear abhingig.
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