Institut fir Analysis WS2024/25
.* apl. Prof. Dr. Peer Christian Kunstmann 25.11.2024

Karlsruher Institut far Technologie Marvin SChulZ, MSC

Ho6here Mathematik I fiir die Fachrichtung Physik

Losungsvorschlidge zum 4. Ubungsblatt

Aufgabe 19:

e =-: Sei (ay) konvergent gegen a € C. Zu zeigen ist, dass ag, — a und ag,+1 — a fiir
n — o0o. Sei dazu € > 0 vorgelegt. Da a,, — a, existiert ein ng(e) so, dass |a,, — a| < ¢ fiir
alle n > ng(e). Wegen 2k + 1 > 2k > k fiir alle k € N, gilt erst recht |ag, — a|] < £ und
|aon+1 — a| < € fir alle n > ng(e). Dies beweist die Konvergenz von (agy,) und (agn+1)
gegen a.

e <: Seien (ag,) und (az,+1) konvergent gegen ein a € C. Zu zeigen ist, dass (a,) gegen
a konvergiert. Sei dazu ein € > 0 vorgelegt. Da ag,+1 — a und as, — a, existieren
ni(e),n2(e) € N derart, dass

laon+1 —a|l <e Vn >ni(e) und lagn, —al < e Vn > na(e).

Definiere ng(e) := 2 - max {ni(e), n2(e)} + 1. Fiir alle n > ny(e) gilt |a, — a|] < €, denn:
Ist n > np(e) ungerade, also n = 2k + 1 fiir ein k € Ny, so gilt

n=2k+1>ng(e) =2 -max{ni(e),n2(e)} +1 =k > ny(e).
Ist n gerade, also n = 2k fiir ein k € N, so gilt
n =2k > no(e) = 2-max {ni(e),n2(e) } +1 > 2-max {n1(e), n2(e)} > 2na(e) = k > na(e).

In beiden Féllen gilt nach Voraussetzung |a, — a| < e.

Aufgabe 20:

Nach Bemerkung (c) im Abschnitt 6.2 des Skriptes, ist eine komplexe Folge (z,) genau dann
gegen ein zp € C konvergent, wenn Re(z,) — Re(zo) und Im(z,) — Im(zp). Seien a,, = a € C
und b, — b € C. Nach Obigem gilt Re(a,,) — Re(a), Im(a,) — Im(a), Re(b,) — Re(b) und
Im(b,) — Im(d).

(i) Nach den Grenzwertsétzen (5) aus Abschnitt 6.3 des Skriptes gilt

Re(anbn) = Re(ay) Re(by) — Im(ay) Im(b,) — Re(a)Re(b) — Im(a) Im(b) = Re(ab),
Im(anb,) = Re(ay) Im(b,) + Im(a,) Re(b,) — Re(a)Im(b) + Im(a) Re(b) = Im(ab).

Nach Obigem also tatséchlich a,b, — ab.
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(ii) Da b # 0, ist Re(b) # 0 oder Im(b) # 0. Da Re(b,) — Re(b) und Im(b,) — Im(b), ist
nach den Grenzwertsétzen (5) aus Abschnitt 6.3 des Skriptes also Re(b,,) # 0 fiir fast alle
n € N oder Im(b,,) # 0 fiir fast alle n € N. Da z = 0 < Re(z) = Im(z) = 0 fiir alle z € C,
ist also tatsichlich b, # 0 fiir fast alle n € N. Also gilt ‘;—: = Gnbn _ %ana fiir fast alle

el T Jba
n € N.

Nach Obigem ist
b, = Re(by) —ilm(b,) — Re(b) —ilm(b) = b

und nach den Grenzwertsitzen (5) aus Abschnitt 6.3 des Skriptes

b, |2 = Re(bp)? + Im(b,)? — Re(b)? + Im(b)% = |b]*.

Mit Aufgabenteil folgt

Aufgabe 21:

(i) Es folgt mit Mitteln der Vorlesung (Kapitel 6 des Skriptes)

liman:lim%: im"lniins:()
n—o00 n—oo 1 4+ n< 4+ bn n—o00 n—3+ﬁ+5

(ii) Es gilt fiir alle n € N
by = V2" 43" > V3" =3,

2 n
by = /20 + 30 =371+ <3) < 3%/2.

Wegen {/2 — 1 (Beispiel 6.5 (2) der Vorlesung), gilt nach dem Sandwichtheorem ((3) in
Abschnitt 6.3 des Skriptes) lim;,_,0 by, = 3.

sowie

(iii) Es gilt fur allen € N

Vo2 +2n+1+3
Chn=VI2+2n+1-3n = < 9n2+2n+1_3n). n?+2n+1+43n
9?2 +2n+1+3n

2n + 1 2+ 2

VInZ £ 2n+1+3n fo+211ys

Mit den Mitteln der Vorlesung (Kapitel 6 des Skriptes) und dieser Darstellung folgt
2 1

lim,, o0 ap, = Jor3 = 3



(iv)

(v)

(vi)

Es gilt nach Beispiel (2) im Abschnitt 4.8 des Skriptes

n2

. . k n?(n?+1) 11 1
Jin o= Jim ) nlg%o;Zk—nhmf Jm 5t =g

Fiir jedes n > 2 gilt
_ 1 n—1 _ n _”_ 14 1 -
o = n C\n—-1 N n—1
1 \! 1 \!'™ 1-1
(o) ety e
n- <1+ﬁ)

Der Z&hler konvergiert mit Mitteln der Vorlesung gegen 1. Der Nenner konvergiert nach

Abschnitt 6.6 des Skriptes gegen die Eulersche Zahl. Also gilt lim,,_yo0 €5, = .

e

Konvergente Folgen sind beschrénkt (Bemerkung (b) im Abschnitt 6.2 des Skriptes). Wir
zeigen, dass (fy,) unbeschrinkt ist und damit nicht konvergent sein kann. Sei dazu k € N.

Es ist
| = . — . . k. . k
(2]€). 2k (2k 1) (k—i—l) k-...-1>EK".

k Faktoren, jeder >k 21

Fiir alle n € N gilt damit

2 2
Fonz = 22/ (202)! "\/ (n2)n n2” =n.

Da die natiirlichen Zahlen nicht nach oben beschrinkt sind (Satz (2) im Abschnitt 4.7 des

Skriptes), ist (fn)nen in der Tat nicht nach oben beschrénkt.

Aufgabe 22:

(i) Es folgt mit Mitteln der Vorlesung (Kapitel 6 des Skriptes)

. . (n*=1 nP41 =)@+ 1) - (0P 1) (n+3)
lim a, = lim — = lim
n—oo n—soco \ n+ 3 n2+1 n—o0 (n2 +1)(n+3)
. ont—1—(n*+3n+n+3) . =33 —-n—4
= lim = lim
n=»00 (n2+1)(n+ 3) n—oo (n? 4+ 1)(n + 3)
1 4
= lim —— " n% __ _3

(ii) Nach dem Binomialsatz aus Abschnitt 4.11 des Skriptes gilt fiir jedes n € N
1 &/n\ 1 1 1 /n\1
— n P J— n P P —_ k
bn = on + Z (k) gn+k T A| 9n T 3n <k> 3k 177
k=0 k=0

) 66




Also gilt

0= O = O (-2

—UYn

fiir jedes n € N.

Wegen /2 — 1 (Beispiel 6.5 (2) der Vorlesung), gilt nach dem Sandwichtheorem ((3) in

Abschnitt 6.3 des Skriptes) lim,, o0 by, = %

(iii) Fiir alle n € N gilt

VAn? + 8064n + 2016 — 2n = (\/4n2 T 8064n + 2016 — 2n)

V4n2 4 8064n + 2016 + 2n

VAn2 + 8064n + 2016 + 2n
3. Binom.  4n? + 8064n + 2016 — 4n?

V4An2 + 8064n + 2016 + 2n

B 8064n + 2016
V4AnZ + 8064n + 2016 + 2n
B 8064 + 2018
N 9 ( 1 4 8064 2016 )
4n
8064 + M

2 ( 1+8064+193§+1)

Mit den Mitteln der Vorlesung (Kapitel 6 des Skriptes) und dieser Darstellung folgt

8064 + 2016 4
Tim V4n2 + 8064n + 2016 — 2n = lim t _ 8064 _ o016,

O (1488 2 ) 202

BL4| VIFI6 _ /25

(iv) Betrachte die Teilfolgen (dof)ren, sowie (dogi1)ken. Es gilt ‘ = = %

und damit (Kapitel 6 des Skriptes) limg_, 0 (ﬁ—;i)% =0. Hieraus folgt

1 A |
hmd%—hm—i—<3+ l) = —.

00 2 15 2

Ferner gilt

lim dgpp; = lim \/(2k + 1) +V2k+1—V2k+1
k—o0 k—o0

\/(2k+1)+\/2k+1+\/2k+1

V@k 1)+ V2R T T+ VIR T
Vo 1 1

= lim = lim —.

k_’oo\/2k:+1)+\/2k+1+\/2k+1 e 14 e 1 R

Nach Aufgabe 19 folgt, dass (d,,)nen gegen % konvergiert.

= lim <\/(2k+1)+\/2k+1—\/2k+1>-

k—o0




(v) Nach Abschnitt 6.6 des Skriptes konvergiert (é,) := ((1 + #)M) gegen die Eulersche
Zahl. Insbesondere ist (€,) beschriankt, etwa €, < 4 fiir alle n € N. Es gilt fiir alle n € N

1\" 1\
1§€n:<1+2> :n<1+2) SC/ZI
n n

Wegen /4 — 1 (Beispiel 6.5 (2) der Vorlesung), gilt nach dem Sandwichtheorem ((3) in
Abschnitt 6.3 des Skriptes) lim,, o €, = 1.

(vi) Wir unterscheiden die folgenden drei Fille und benutzen jeweils die Ergebnisse des Kapi-
tels 6 des Skriptes.

o Ist a > 1, so gilt % < 1 und damit lim, s (%)% = 0. Es folgt

. . a”—a " 1-— a72n hmn—>oo 1-— (%)QTL
lim a, = lim ——— = lim = 5 = L.
n—o00 n—oo ™ + aq~" n—oo 1 + q =27 limy, oo 1 + (l) n
a
e Ist a =1, so gilt fiir allen € N
a®>—a™ 0
= — = O
a” +a " 2
und damit lim,, _,- a, = 0.
o Ist a < 0, so gilt lim,_s a®" = 0. Es folgt
) .ooa—a™" Coa® -1 limpeca®® —1
lim a, = lim ——— = lim = — = —1.
n—00 noo g +a " n—ooc a4+ 1 lim, e a?? + 1

O

Aufgabe 23:
Angenommen, (a,) ist konvergent gegen a € R. Induktiv sieht man ein, dass a, > /2 > 0 fiir
alle n € N. Nach (3) im Satz aus dem Abschnitt 6.3 des Skriptes gilt also a > 0. Ferner gilt

a= lim a, = lim apy+1 = lim v2+a, = \/lim 24 a, = \/Q—I— lim a, = V2 +a.
n—00 n—o00 n—o00 n—o00 n—oo

Auflosen nach a liefert

1 1 1 1
a2:|2—|—a|aé0a2:2+a<:>a2—a—2:0<:>ae{2—\/4—1—2,2—%\/4—1—2}:{—1,2}.

Wegen a,, > 0 fiir alle n € N, ist a = 2 der einzige Kandidat fiir den Grenzwert. Wegen
a1 = V2 < 2 liegt die Vermutung nahe, dass (a,) monoton wachsend ist. Fiir n € N gilt

2+an_a%
an+1—an=\/2+an—an:m20
n n



Also ist (ay,) monoton wachsend, falls a,, < 2 fiir alle n € N. Die letzte Aussage beweisen wir
durch vollstdndige Induktion iiber n.

e IA (n=1): In der Tat ist a1 = v/2 < 2.
e IS (n~>n+1): Sein € N beliebig. Fiir dieses n gelte die IV a,, < 2. Dann gilt fir n+ 1

(IV)
tatsachlich ap11 =v2+a, < vV24+2=2.

Also ist (a,) nach oben beschrinkt und monoton wachsend. Nach dem Satz aus Abschnitt 6.4
des Skriptes ist (a,) konvergent. Nach Obigem ist lim,, o a, = 2. O

Aufgabe 24:

Angenommen, (a,) ist konvergent gegen a € R. Induktiv sieht man ein, dass a,, > 0 fiir alle
n € N. Nach (3) im Satz aus dem Abschnitt 6.3 des Skriptes gilt also a > 0. Ferner gilt

0 _ oy _ I 2+4a, 2+4a
a_ningoan_nLIgoan+l_nl—>I{:O4—l—3an_4‘1‘3@'

Auflésen nach a liefert

2 2
4a+3a> =2+44a < a® = gaéoa: 3
Also ist a = \/% der einzige Kandidat fiir den Grenzwert. Wegen a1 = 1 > a, liegt die
Vermutung nahe, dass (a,) monoton fallend ist. Fiir n € N gilt

_ 2+4a,
4+ 3a,

2 2
Ant1 — Qnp —angoag02+4an§4an+3a%@3ga%agofgan.

Also ist (ay,) monoton fallend, falls a,, > \/g fiir alle n € N. Die letzte Aussage beweisen wir
durch vollstandige Induktion iiber n.

e /JA(n=1):Inder Tat ist a; =1 > \/g

e IS (n ~ n+1): Sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte die IV a, > \/g Dann gilt fiir
n + 1 tatséchlich

2 4120 2+ 4a, \% _ 2
anﬂz\/; P2t ai+1:<4+3a:> 2§®3(2+4an)222(4+3an)2

2
& 12+ 48a, + 4842 > 32 + 48a, + 1842 < 3042 > 20 “5" ¢, > \/; & (IV).

Also ist (a,) nach unten beschrinkt und monoton fallend. Nach dem Satz aus Abschnitt 6.4
des Skriptes ist (ay,) konvergent. Nach Obigem ist lim, o0 an = \/g . O



