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Aufgabe 31:

Sei ap = Z2CDY" gy alle 1 € .

(a) Betrachte die Folge (b,) := <M> Fiir ihre Teilfolgen (bay,) bzw. (ban41) gilt

1 2 1 2n
1 ‘|z und
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fiir alle n € N. Wegen lim,,_, o0 b2, = 0 und lim,,_, 0 b2 41 = oo gilt liminf,,_, a’;zl =0<1
und limsup,,_, ., azjl = 00 > 1. Eine Entscheidung mit dem Quotientenkriterium ist also
nicht moglich.
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(b) Betrachte die Folge (c;,) := ({“”/ \an\). Fiir ihre Teilfolge (cap,) gilt

1+ 3
lim by, = lim 722 = —.
n—00 n—00 ( 2n 271) 2

Also ist limsup,,_,o, {/]ax| > 3 > 1. Mit dem Quotientenkriterium folgt die Divergenz von
ZnGN -

O

Aufgabe 32:

(a) Es ist

2n 1 k 2n+1 6
2\“/ya2n|=2<2) 22 wd el = ( ) ‘

k=0

fiir n — oo. Folglich sind {g, 2} genau die Haufungswerte der Folge ({l/ |an| ) und

limsup V/|a,| = max{ } =2.

n—oo
Nach der Formel von Cauchy-Hadamard (siehe Abschnitt 7.14 des Skriptes), ist
1 1

lim SUPyp— 00 n\/ |6Ln| 2 .
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(b) Wir unterscheiden wieder zwei Teilfolgen und iiberpriifen,

aseen | _ (S (D) TRE (1Y (S0P 1y
0< ast _< 2t (%)k k,ZO< 6> - 2(1_(%)2t+1) kZQ( 6)
6 2t 2t+1 1 k
<(7) Z<_6> =0

Die Summe auf der rechten Seite konvergiert fiir ¢ — oo nach der geometrischen Reihen-
formel wie bereits in (a) und da g < 1 konvergiert das Produkt nach 0 nach den iiblichen
Grenzwertséitzen.

Analog betrachten wir
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Folglich sind {0, 00} genau die Haufungswerte der Folge ( —GZ: L ) und
liminf | 2" | = min {0,00} =0, lim sup Intl) _ max {0, 00} = o0.
n—00 anp o0 an

Sei 0 # z € C. Nach dem Quotientenkriterium ist > 2 a,z" (absolut) konvergent, falls

an12" a 1
limsup | 5| = |2z|limsup | =2 < 1 & |2] < .
n—00 anz"™ n—00 n lim SUpP,, o0 Ant1
Qn
Nach der Folgerung (a) aus Abschnitt 7.14 des Skriptes ist also 1 < R.

an+1‘ =

limsup,, 0| =4

Ebenfalls nach dem Quotientenkriterium ist > 7 jan2" divergent, falls

an12" a 1
lim inf | =+ = |z/liminf [ > 1 & |2] > :
n—oo an 2™ n—oo n lim infn—mo An+41
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Nach der Folgerung (b) aus Abschnitt 7.14 des Skriptes ist also W > R.
im infy, 00 | =

Mit den errechneten Werten ergibt sich aber nur die triviale Abschitzung

1 1
0= <R< = 00.
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Aufgabe 33:

Sei a,, = ﬁ fiir alle n € N. Offenbar ist (a,) eine streng monoton fallende Nullfolge. Damit

ist die alternierende Reihe Y22, (—1)"*1a,, konvergent nach dem Leibnizkriterium.



Sei ferner

\/ﬁ fir n =3k + 1,
by = \/ﬁ fir n = 3k + 2,
— \/2(27“) fiir n = 3k
fiir alle n € N. Offenbar ist (b,,) eine Umordnung von (ay,) und es gilt
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Sei (Sn) ihre Partialsummenfolge. Fiir die Teilfolge (Ss,,) gilt

3n n—1 n—1 n n
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Es gilt

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
= + - > + - =(1-—=) —=>(1-—) —.
YT VAE—3  VAk—1 ok Vik  Vik vk < V2 ) VE < V2 ) vk
Also ist die Reihe Y ;7 | ¢ divergent nach dem Minorantenkriterium. Folglich ist auch die Folge

(Sn) — also die Reihe >">° ; b, — divergent. OJ

Aufgabe 34:

1
vn+1
Damit ist die alternierende Reihe > ((—1)"a, konvergent nach dem Leibnizkriterium.

(a) Sei ap = fiir alle n € N. Offenbar ist (ay) eine streng monoton fallende Nullfolge.

Da ‘(_nlﬁ‘ > n%rl fiir jedes n € N, ist >~>°  ay, nicht absolut konvergent nach dem Mino-

rantenkriterium.

(b) Das Cauchyprodukt der Reihe Y2 a, mit sich selbst ist

n—kWk — n—kWk — \/n—k—i—l \/k—i-l
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Laut Hinweis ist

\/n—k+1\/k+1<n_k+1+k+1—n+2

2 2
und folglich
= 1 2 2(n +1)
. kzox/n—k—|—1\/k:+1_( ¥z an o

Also ist (by,) keine Nullfolge und somit ist »_ ~ by, divergent.
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Aufgabe 35:

(i)

(iii)

Sei (an) = (X j_; 7)- Es gilt

n
1< Yan] < 2[) 1= /n =51
k=1

Also ist limsup,, ,oo V/|an| = limy_o0 {/|an| = 1. Nach der Formel von Cauchy-Hadamard
(siehe Abschnitt 7.14 des Skriptes) ist der Konvergenzradius R = % = 1. Nach dem Satz
im Abschnitt 7.14 des Skriptes ist > ; a,2"™ absolut konvergent fiir |z| < 1 und divergent
fir [z > 1.

Fiir |z] =1 ist

1
|Gn2n’ — % n—oo
k=1
keine Nullfolge. Also divergiert die Reihe > 07 | a,2".

Die Reihe hat die Form ) 7, an2™ mit

et fiir n = 4k,

0 firn =4k +1,
p =

1 fiir n = 4k + 2,

0 firn=4k+3

fir alle n € N. Esist X/|aar| = e, *V/|agkr1| =0, */|asgr2| =1 und **/|agg+3] =0
fiir alle £ € Ny und folglich limsup,,_,., V/|an| = €.

Nach der Formel von Cauchy-Hadamard ist (siehe Abschnitt 7.14 des Skriptes) ist R = 1
der Konvergenzradius von Y ° , a,z". Nach dem Satz im Abschnitt 7.14 des Skriptes ist
> o0 | anz" absolut konvergent fiir [2| < 2 und divergent fiir |2| > 1.

Fiir |2| = e gilt fiir alle k € Ny

‘a4k24k’ — M || = tngtn

Also ist (anpz™)nen keine Nullfolge und die Reihe Y ° , a,,2" divergent.
Die Reihe hat die Form )7 j ap2" mit

{O fir n = 2k,
ap =

fiir alle n € Ny. Also ist

n
0 <lapz"| < ﬁ
n!
fiir alle n € No. Da die Reihe -, a,z" absolut konvergent ist fiir alle 2 € C (Exponen-
tialreihe — siehe Abschnitt 7.8 des Skriptes), ist ) ° janz™ absolut konvergent fiir alle

z € C nach dem Majorantenkriterium.



(iv) Nach Aufgabe 21 (vi) ist
lim sup Vn! = .

n—oo
Nach der Formel von Cauchy-Hadamard ist (sieche Abschnitt 7.14 des Skriptes) ist R =
é = 0 der Konvergenzradius von » 2 n!z". Nach dem Satz im Abschnitt 7.14 des
Skriptes, ist > 2, n!z™ genau fiir z = 0 konvergent (in diesem Fall ist sie natiirlich absolut
konvergent).
(v) Sei (an) = (n+1\/ﬁ>' Es gilt
1
anp | n+l4+vn+1 L+ 1 n—oo. 4
Ani1 n++/n 7 '

1 n
1_n+1+1+

S|

Nach dem Satz aus Abschnitt 7.15 der Vorlesung ist R = 1 der Konvergenzradius der
Potenzreihe Y > | a,z™. Nach dem Satz im Abschnitt 7.14 des Skriptes, ist > 7 | apz”
also fiir |z| < 1 (absolut) konvergent und fiir || > 1 divergent.

Es gilt a, > —— = ﬁ fir alle n € N. Folglich ist > 7 | apa™ divergent fiir # = 1 nach

n+n
dem Minorantenkriterium.

Da (ay,) eine streng monoton fallende Nullfolge ist, ist > > | a,2™ konvergent fiir x = —1
nach dem Leibnizkriterium.

Aufgabe 36:

Fad

- und a, =

(i) Definiere w :=

Ferner ist

Also ist lim sup,,_, ’(/m = lim;,, 00 {/|an| = 1. Nach der Formel von Cauchy-Hadamard
(sieche Abschnitt 7.14 des Skriptes) ist der Konvergenzradius R = % = 1. Nach dem Satz
im Abschnitt 7.14 des Skriptes ist > > | a,w™ absolut konvergent fiir |w| < 1 bzw. |z| < 2

und divergent fiir |w| > 1 bzw. |z| > 2.

Fir jw| =1 ist

n—00
— 0

=

g =3 L >y
apw"| = _— >
k:l\/E k=1

keine Nullfolge. Also divergiert die Reihe Y °7 | a,2" fiir |z| = 2.

n=1



(i)

(iii)

(iv)

Die Reihe hat die Form )7 j ap2" mit

2m  fiir n = m?,
ap, =
0 sonst

fiir alle n € Ny. Folglich ist

limsup v/|a,| = limsup e/ |a,,2| = lim sup ™/2m = lim V2= 1.
—00

n—+00 m m—00 m—00

Nach der Formel von Cauchy-Hadamard (siehe Abschnitt 7.14 des Skriptes) ist der Kon-
vergenzradius R = % = 1. Nach dem Satz im Abschnitt 7.14 des Skriptes ist Y 7 | a,2"
absolut konvergent fiir |z| < 1 und divergent fir |z| > 1.

Fiir |z| = 1 ist (Janz"|)nen = (2")nen keine Nullfolge. Deshalb ist ), - an2™ divergent.
Die Reihe hat die Form Y07 | a,,(z — 20)" mit zp = 2i und a,, = -1 fiir alle n € N. Es gilt

. n _ . n 1 _ . ]- _

llririsolép Vlan| = nlLHgO = nILH;o o= 0.
Nach der Formel von Cauchy-Hadamard (siehe Abschnitt 7.14 des Skriptes) ist der Kon-
vergenzradius R = % = 00. Nach dem Satz im Abschnitt 7.14 des Skriptes ist > 7 | an(z—
20)™ (absolut) konvergent fiir alle z € C.

Sei (an)ns2 = <(3f_+1)12)n>2. Es gilt

2+l (n+1-1)2 1 1+ 5 e
= ' = 2’ 3
(n—1)2 2(n+1)+1 (1-1)° 1+5

an
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Nach dem Satz aus Abschnitt 7.15 der Vorlesung ist R = 1 der Konvergenzradius der
Potenzreihe > 7 ; a,x™. Nach dem Satz im Abschnitt 7.14 des Skriptes, ist die Potenzreihe
also fiir |x| < 1 (absolut) konvergent und fiir |x| > 1 divergent.

Es gilt

_ 2n+1 2n_2
n

fn = (n—1)2 = n2

fiir alle n > 2. Folglich ist > | a,2™ divergent fiir z = 1 nach dem Minorantenkriterium.

Fiir alle n > 2 gilt

2n+1 2(n—1)+3 2 n 3 >2+3 2(n+1)+1
Ay — == == - 5 = =a .
" (n—1)2 (n—1)2 n—1 (n-=12"n n? n? i
Ferner ist ) )
2 1 =+
limanzlimL: im"7"22:0
n—00 n—o00 (TL — 1)2 n—00 (1 — l)
n
Also ist 7, a,z™ konvergent fiir x = —1 nach dem Leibnizkriterium.



(v) Sei (an) = ( - ) Es gilt 1 < n! < n" fiir jedes n € N. Folglich ist

n!
n n n YN nooo
1=p/==p < < VI noee, g
\/; \/{l/nn - \/\"/n! -1
———

=¥/ lan|

Also ist lim sup,,_,, V/|an| = lim, o0 {/|an| = 1. Nach der Formel von Cauchy-Hadamard
(siehe Abschnitt 7.14 des Skriptes) ist der Konvergenzradius R = 1 = 1. Nach dem Satz
im Abschnitt 7.14 des Skriptes ist )~ ; a,2™ absolut konvergent fiir |z| < 1 und divergent
fir |z| > 1.

Fir |z| =1 ist
n n

n.

lanz"| = =1

nn

keine Nullfolge. Also divergiert die Reihe > > | a,2" fiir [z| = 1.



