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Aufgabe 43:
(i) Sei z € R fest. Fiir z = 0 ist f,(z) = 0 fur alle n € N und deshalb lim,_,o frn(x) = 0. Ist
x # 0, so gilt
na? nx? na? 1
‘fn(sc)’:‘14—7@23:4 T 1+ n2a? Sn%‘l:@_ﬂ) (n = o).

Also ist f,, — 0 punktweise fiir n — oo.

Sei f(y) = # fiir alle y € R. Wir beobachten, dass f,,(z) = f(nz?) fiir alle n € N und

x € R gilt. Definiere z,, = ﬁ fiir alle n € N. Es gilt
2

nx ~ 1

= > n = 1 = —.

1fnllos igﬁ 1+n2z4 = 1+ n22? ) 2

Also || fullo 7 0, die Konvergenz f,, — 0 ist also nicht gleichméBig.

(ii) Fir alle z € R gilt

Da die geometrische Reihe

konvergent ist und wegen

lgn(x)| = e*n(1+x+12) < 6*3?7” = ((\4})3) VYneN,VzeR
e

ist die Funktionenreihe ) > ¢, gleichméBig konvergent nach (b) im Abschnitt 9.8 des
Skriptes (Kriterium fiir gleichméflige Konvergenz).

(iii) Sei zunéchst 0 < a < 1. Dann gilt fiir alle z € [a, 00)
1 1 1

h = < =
[ ()] l4+nz ~ 1+na~ na

fiir n — co. Nach (a) im Abschnitt 9.8 des Skriptes (Kriterium fiir gleichméBige Konver-
genz) ist die Funktionenfolge h,, gleichméBig konvergent gegen die Nullfunktion.

Sei nun a = 0. Fiir x = 0 gilt h,(x) = 1 fiir alle n € N und deshalb lim,,_, hp(z) = 1.
Fiir x # 0 ist

—0 (n — o0).
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Deshalb konvergiert (hy,)nen gegen h, wobei

1 fi =0
h(z) = { ur = ,
0 sonst

ist. Weil h nicht stetig bei 0 ist, kann die Konvergenz nach (d) im Abschnitt 9.8 des
Skriptes (Kriterium fiir gleichméBige Konvergenz) nicht gleichméfig sein.

(iv) Sei zunéchst 0 < a < 1 und z € [a, 1] fest. Dann gilt
ho(z) = Vn2z — 1 (n — 00).
Also ist h, — 1 punktweise fiir n — oo.
Da fiir alle z € [a, 1]

|fon () — 1]

Vnnszl‘: Vn2x — Vn2a + Vn2a—1
vnn2x—vnn2a’—|—‘vnn2a—1 vz Vn2x — Vn2a+1— Vn2a—1

<1 n n n

< Vn?2—-+Vnfa+1—Vnl2a=:1a, —0

fiir n — oo, ist die Funktionenfolge h,, gleichmifiig konvergent nach (a) im Abschnitt 9.8
des Skriptes (Kriterium fiir gleichméfige Konvergenz).

IN

Sei nun a = 0. Fiir z = 0 gilt h,(x) = 0 fiir alle n € N und deshalb lim,,_,o hp(z) = 0. Fiir
x # 0 gilt, mit der gleichen Rechnung wie oben, lim,,_,~ hy,(x) = 1. Deshalb konvergiert
(hn)nen punktweise gegen h, wobei

0 fallsxz=0
h(z) = { alls ©
1 sonst

fiir alle z € [0, 1]. Weil h nicht stetig bei 0 ist, kann die Konvergenz nach (d) im Abschnitt
9.8 der Vorlesung (Kriterium fiir gleichméfiige Konvergenz) nicht gleichméBig sein.

O
Aufgabe 44:

(i) Da fin allen x € D\ {1} stetig ist, reicht es f(1) = yp so zu wihlen, dass lim,_,1 f(x) = yo
gilt. Fiir alle z € D \ {1} gilt

o) = L, 3 1 143 1 (a*—4)+3
-1 (22—-4)(x-1) -1 (x2—-4)) x-1 (22-4)
1 ?-1 1 (z-1D(@=+1)  =z+1
r—1 (z2—-4) z-1 (x2 —4) (22 —-4)
Folglich muss yo := lim,_,1 f(z) = limy_ ﬁ = —% gewihlt werden.

(ii) Sei r = % € Qmit p € Zund g € N. Da f in allen z € D \ {1} stetig ist, reicht es
f(1) = yo so zu wihlen, dass lim,_1 f(z) = yo gilt. Wir behandeln zunichst den Fall



r >0 (& p € Ny Sei 2 € D\ {1}. Definiere y := 2. Dann gilt mit der dritten
binomischen Formel (siehe (1) im Abschnitt 4.11 des Skriptes)

(x)zxr—l_yp—lp_lp—yp (y—1) 35 éyk _ Yo

x_liyq_lqilq_yq (y — )Zk oy Z:(l)yk.

Folglich muss

k -1
_ 1 ke o Y Z” _p_
w0 = lim f(x) = “2
”HlZ \F Z q
gewihlt werden.
Ist r <0 (& p:=—peN), so gilt
v -1 L b p Pl k
P Pl S A U Sk AN SO bt B U R RGP By Y
r—1 J/x?—1 y1—19 yP y1—149 yP oyl — 149 yP Zq:()

Folglich muss auch in diesem Fall

(DS (g
yo := lim f(x) = lim — ~-Zk:[1) k:—zk:(l) ===r
ST T E T

3

gewihlt werden.

(iii) Da fin allen x € D\ {0} stetig ist, reicht es f(0) = yo so zu wihlen, dass lim,_,o f(z) = yo
gilt. Fiir alle z € D \ {0} gilt

2n+1 ZOO (=™ _2n+2

f(z) _ xsin(z) xZn 0 2n+1 'x _ Zm=0 (2n+1)7!1x
cos(x) —1 Y, ((—2 ))' 22n 1 D ((—2111))' 22n
Index-Shift Z;L.o 0 (( -11-))'1.2n+2 . x’ Zn =0 2;-15-: o . _Zoo (én-li-)ln) a?"
N Dm0 ((zner)! b2 g2 D o 2n+2 T >0 (én—ll-)Q)!xQn'

Da > .7, é;i)l) 2 und Y007, @n +)2) 21 heide den Konvergenzradius R = oo haben,
definieren sie nach Abschnitt 9.7 des Skriptes auf ganz R stetige Funktionen x — fi(x) =
> é;i);)!x% und z — fo(x) = > 0% (D™ 220 Folglich muss

n=0 (2n+2)!
— lim g N AO) 1
= ) = ey = TR T 1

gewihlt werden.

(iv) Da f in allen z € D\ {0} stetig ist, reicht es f(0) = yo so zu wéhlen, dass lim,_o f(x) = yo
gilt. Fiir alle z € D \ {0} gilt:

f@) _ 6”"‘* e _ > o it __127;0:0 (7n1!)n " O szfznl (773!)71 z"
sinz) Toto e v Tolo e
Index-Shift Z;L’O 0 (nil),x’”l + Zn 0 (nﬂ).x B ZZO:() ﬁxn + Zqomozo %xn
-y (2;7_121)@2” DI (;;-ly)f)'x%



Da}_, - ﬁx", > >0 %x” und 5 %xzn alle den Konvergenzradius R = oo

haben, definieren sie nach Abschnitt 9.7 des Skriptes auf ganz R stetige Funktionen x >

fil@) = E02o g™, @ = o) = Lol toppe” und @ > fi(@) = $o2g sy
Folglich muss

fi(@) + fa(z)  £f1(0) + f2(0)

o := Jimy flw) = Jimy fs@)  — B0O) ?

gewahlt werden.
O Aufgabe 45:
Ist f(x) =0 fiir alle x € R, so ist nichts zu zeigen. Sei also zp € R mit ¢ := |f(z¢)| > 0.
Es existiert ein N € N derart, dass fiir alle z € R mit |z| > N gilt |f(x)| < €, denn:

Angenommen, dies wire falsch. Dann existiert fiir alle N € N ein zy € R derart, dass |[xy| > N
ist, aber |f(xn)| > €. Es ist klar, dass die Folge (xn)nen nicht beschriankt ist. O.B.d.A. ist sie
nicht nach oben beschrénkt. Der Bemerkung im Abschnitt 6.10 des Skriptes nach, besitzt sie eine
Teilfolge (zn(k))ken mit limy_soo (k) = 00. Wegen der Annahme gilt aber ‘f(a:N(k))‘ >e>0
fiir alle & € N. Also f(zy(x)) # 0 fiir & — oo. Dies ist ein Widerspruch zu lim, o f(x) = 0.
Also muss die Annahme verworfen werden.

Da die Funktion z — |f(x)| stetig und [N, N| kompakt ist, existiert nach Satz im Abschnitt
9.15 der Vorlesung ein xps € [N, N] derart, dass |f(x)| < |f(zar)| fur alle x € [N, N| ausfillt.
Fiir jedes © ¢ [— N, N] gilt aber nach Obigem

zo€[—N,N]

[f@)] <[fxo)l < |f(zm)l-

Insgesamt ist also tatsdchlich |f(x)| < |f(zar)| fiir alle z € R. O

Aufgabe 46:

Betrachte g(z) = f(z) — f(4 + ) fiir alle z € [0, 3] erklért ist. Es gilt g(0) = f(0) — f (3) =: d,
g(%) =f (%) - f(1) = f(%) — f(0) = —d. Also ist 0 zwischen ¢(0) und g(%) Nach dem
Zwischenwertsatz aus Abschnitt 9.9 der Vorlesung, existiert ein z; € [0, 1] mit g(z1) = 0 =
f(:l?l) — f(% + 1'1) = f(l’l) = f(% + :L'l). U

Aufgabe 47:

(i) Seien z,y € R mit z,y,z +y ¢ § + 7Z. Nach den Additionstheoremen (3) aus Abschnitt
7.12 des Skriptes gilt

) sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y)

) cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)

2)cos(y) (s * sty _ tan(z) + tan(y)

r)cos(y) 1 _ sn@) sin(w) 1 — tan(z) tan(y)’
cos(y) cos(y)

tan(z +y) =

(ii) Seien z,y € R mit |arctan(z) + arctan(y)

| < Definiere X := arctan(z) und Y :=
arctan(y). Nach Voraussetzung ist also X,Y €

s
5.
(=%,%) C (% +7Z)°. Nach Teilaufgabe



(iii)

(iv)

(i) folgt dann
tan(X) + tan(Y)

tan(X +V) = 1 —tan(X) tan(Y)’

Nach Abschnitt 10.5 des Skriptes bildet tan das Intervall (-7, %) bijektiv auf R ab mit

der Umkehrfunktion arctan : R — (=3, 3). Folglich ist arctanotan = id(_z =) und
tan o arctan = idg. Die letzte Identitat impliziert

X Y
X +Y = arctan(tan(X +Y)) = arctan < tan(X) + tan(Y) >

1 —tan(X) tan(Y)
tan(arctan(x)) + tan(arctan(y)) \ arctan [ & +y
1 — tan(arctan(x)) tan(arctan(y))> = arct <1 - xy) )

= arctan (

Sei n € N und x € R. Es gilt nach Definition aus Abschnitt 10.7 des Skriptes
T —x x __ ,—x\"
(cosh(z) + sinh(z))" = <e te + 26 ) = ()" = ™
x
xrn —Irn rm __ ,—INn
= <e —;e + £ 26 > = cosh(zn) + sinh(zn).

Sei x € R. Nach Abschnitt 10.8 des Skriptes ist sinh : R — R bijektiv. Also existiert
ein eindeutig bestimmtes X € R mit z = sinh(X). Ferner ist nach Abschnitt 9.12 die
Exponentialabbildung exp : R — (0,00) bijektiv mit In als Umkehrfunktion. Es ist also
Inoexp = idgr. Es gilt damit

X X X | . -X
Arsinh(z) = Arsinh(sinh(X)) = X =1In(e®) =1n (e 26 + 5 +26 )
= In(sinh(X) + cosh(X)).

Mit cosh?(X) — sinh?(X) = 1 , sowie cosh(z) > 1 fiir alle z € R (Abschnitt 10.7 des
Skriptes) folgt weiter

Arsinh(z) = In(sinh(X) 4+ cosh(X)) =1In (sinh(X) + coshQ(X)>

— In (sinh(X) /14 sinhQ(X)> —In (1 +V1+ a:2> .

Sei z € (—1,1). Nach Abschnitt 10.8 des Skriptes ist tanh : R — (—1,1) bijektiv mit
Artanh als Umkehrfunktion. Sei also X := Artanh(x) bzw. tanh(X) = z. Es gilt
inh(X
11 1+x\ 11 1 + tanh(X) _11 1+<S:osh((X))
o "\1-2) T 2"\ I tanh(x)/) ~ 2 | | _ sm(®)
cosh(X)

COSh(X) + sinh(X) eX+26—X 4 6X,2€—X >

1 1

1 =1

2 <cosh(X) - sinh(X)) 2 (exge—x T E X
1

eX 1 29X
= —In({— )= 5 In(e**) = X = artanh(z)



g

Aufgabe 48:

(a)

g

Es gilt

: ; ot [ otw e Lot [ o= _je=v L etd | —
P —e¥ = 3 -(ew T — eV )zel 2 -(e‘ 7 —e 2 ):2161 2 -sm<(p>.

sin <%>(

Die n-ten Einheitswurzeln sind nach Abschnitt 10.6 der Vorlesung durch

Deshalb ist tatséichlich |e'? — el¥| = ‘261# . sin (%) ‘ =9

s 2w s 2w s 2w
Wy i=wpi=1=¢en0 w=enl ... wpq:=en "D
gegeben. Nach Teilaufgabe (a) gilt
27, {27, . T
|wiy1 — wg| = |e'n (k+1) _ o5 k’ = 2 |sin (—)’
n

fiir alle k € {0,...,n —1}. Also bilden wy, mit k € {0,...,n — 1} ein reguléres n-Eck vom

Umfang
n—2

. (T
L, = |wp—1 —wo| + Z |wi+1 — wi| = 2nsin (ﬁ) .
k=0

Nach Beispiel im Abschnitt 9.4 des Skriptes gilt

o (n .
lim L, = lim 2nsin (5) i oS0 ) s

n—o00 n—o00 n n—o0 % x—0 xT

Das Ergebnis lisst sich wie folgt verstehen: Das von den wy, (k € {0,...,n;}) aufgespannte
reguliire n-Eck approximiert immer besser den Einheitskreis S' € C. Der Umfang der
Rechtecke approximiert den Umfang der S'. Eine Skizze fiir n = 6 ist in der Abbildung
zu finden.

Aufgabe 49:

(a)

Sei (z,) eine konvergente Folge in N mit z,, — x fiir n — 0o. Zu zeigen ist, dass g € N
(Definition im Abschnitt 9.14 der Vorlesung).

Da N C D und D abgeschossen ist, gilt g € D. Weil f stetig ist, gilt
f(z0) = lim_ f(z,) = 0.
TL*)OO\V—/

Tn €N

Also ist in der Tat xg € N.

(b) Nach Teilaufgabe (a) ist N abgeschlossen. Ferner ist N nach Voraussetzung nicht leer und

nach unten beschrinkt. Nach Satz im Abschnitt 9.14 des Skriptes gilt inf NV € N. Also hat
N ein Minimum.



Abbildung 1: Sechste Einheitswurzeln



