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Aufgabe 56:

(i) Die Menge der Nullstellen von f ist N(f) = {1}. Also ist % auf D = R\ N(f) erklart.
Gesucht ist eine Potenzreihe ) ° ; a,z" mit positivem Konvergenzradius r > 0 und

1 — .
2_725 an® VeeD: x| <r.
e —2x+1 =

Multiplizieren mit dem Nenner der linken Seite liefert die dquivalente Aussage

o o o.)
1 = <Z ana:"+2> -2 (Z anx"H) + <Z an:c”>
n=0 n=0 n=0
IndegS ift (Z aann> _9 (Z anlxn> + <Z anxn>
n=2 n=1 n=0
(o] (o] o0
= <Z an_gx"> -2 (aox + Z an_lx”> + (ao +aix + Z anx">
n=2

n=2 n=2

[e.e]
= ap + (a1 — 2ap)x + Z(an_g —2ap-1 + ap)x" VeeD:|x|<r.
n=2
Beide Seiten dieser Gleichung sind eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius. Nach
Satz 11.15 des Skriptes (Koeffizientenvergleich) gilt
ap=1, a1 —2a90=0, Vn>2:a,_9—2ap_1+a,=0

Die ersten fiinf Koeflizienten sind

ag =1, as =2a1 —ag=4—1=3, a4 =2a3 —as =8—3 =05.

a1 = 2ag = 2, az = 2as —ayp =6 — 2 =4,

Das legt die Vermutung a,, = n + 1 fiir alle n € Ny nahe. Wir beweisen dies durch
vollstdndige Induktion iiber n.

IA (n =0): Klar.

IS (n ~» n+1): Sei n € Ny beliebig. Es gelte die (IV) ax = k + 1 fiir alle k € {0,...,n}.
Dann gilt fiir n 4+ 1 das Folgende. Ist n =0, so ist apy1 =a1 =2=(n+1)+1. Ist n > 1,
so gilt

)

v
Ap+1 = 2ap — Gp—1 . 2n+1)—(n—1+1)=n+2=(n+1)+ 1
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Dies schliefit den Beweis der Vermutung ab.

Wir miissen noch sicherstellen, dass die gefundene Potenzreihe einen positiven Konver-
genzradius hat. Nach der Formel von Cauchy-Hadamard gilt
limsup,,_,o V|an| limy e ¥Vn+1

Fiir alle |z| < 1 gilt also

1>0.

r

o0

! Z(n—i— 1)a".

2 _9r11
T 20+ 1 o

(ii) Die Funktion g ist beliebig oft differenzierbar. Wir berechnen die ersten fiinf Ableitungen.
Fiir alle x € (—1,00) gilt

o) =) 00 =g 90 =
1 2 24
o= =gy PO

Das Taylor-Polynom Ty(g;0) ist laut Abschnitt 11.12 des Skriptes Vorlesung durch

= g®™(0 1, 2, 6 1, 1, 1
T4(g;0)(z) = Z J k"( )SL‘k =In(1)+ 1z — 2?4+ 22 — —a =0 — —2? + 223 — —o*
k=0 '

2 6 24 2 3 4
fiir alle z € R gegeben.

Sei x > 0. Nach dem Satz von Taylor aus dem Abschnitt 11.12 des Skriptes gibt es ein

¢ € (0,x) mit
(5) 5
97 5 _ @ 1
— Tu(g; - == :
Wegen 0 < ﬁ < 1 folgt
0 < gla) ~ Talg:0)(x) < 2™

g
Aufgabe 57:

(i) Die Menge der Nullstellen von f ist N(f) = {—3,1}. Also ist % auf D = R\ N(f) erklirt.
Gesucht ist eine Potenzreihe ) ° ; a,z" mit positivem Konvergenzradius r > 0 und

1 Z"o "
T4 +2x—3 =



Multiplizieren mit dem Nenner der linken Seite liefert die dquivalente Aussage

1 = <i an(z + 1)”) (xQ + 2 — 3) = (i an(x + 1)”) ((:L‘ +1)%2 - 4)
n=0 n=0
= <§: an(x + 1)”+2> —4 (i an(x + 1)")
n=0

n=0

o oo
Inde);Shlft <Z an_g(x + 1)n> —4 (CLO + aq (.%' + 1) + Z an(a: + 1)n>
n=2

n=2

oo
= —4a0—4a1(:v+1)+2(an_2—4an)(x+1)" VeeD:|lz+1<r.

n=2

Beide Seiten dieser Gleichung sind eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius. Nach
Satz 11.15 des Skriptes (Koeffizientenvergleich) gilt

—4a9g =1, —4a1 =0, Vn>2:a,_9— 4a, =0.

Damit ergibt sich induktiv

1 1 1\" 1\" 1 1\
ap = VE a2n2132(n—1):"': 1 ap = — 1 Z:_ 1 )

1 1\"
a = 07 Aop41 = Z(]]2(7171)+1 — ... = Z a] = 0.

Wir miissen noch sicherstellen, dass die gefundene Potenzreihe einen positiven Konver-
genzradius hat. Nach der Formel von Cauchy-Hadamard gilt

B 1 B 1 B 1
isspne YRanl i /(0 i /1

Fiir alle |z + 1| < 2 gilt also

T =2>0.

1 - 1 2n
x2+2x—3:_24”+1(x+1) :
n=0

(ii) Die Funktion g ist beliebig oft differenzierbar. Wir berechnen die ersten drei Ableitungen.
Fir alle z € (—1,00) gilt

1 2
g(z)=e T2 g7 (x)=e"+ T
1 6
1) — _p T _ (3) — o T _
g (1’) € (1+x)27 g (.%') € (1+$)4



Das Taylor-Polynom 15 (g; %) ist laut Abschnitt 11.12 des Skriptes Vorlesung durch

2 (k 1 k
2 _ 9 5 _1
T%g(x) = Z (x 2)

=0

o) tg) 6
+ +——=
= <;+z>—<;+:><x—;>+;<;+;s> (-2

fiir alle z € R gegeben.

Sei z € [0,1]. Nach dem Satz von Taylor aus dem Abschnitt 11.12 des Skriptes gibt es ein
¢ zwischen z und % mit

- (o )or- 250 (1) -l -3

Aus 0 < ¢ folgt

6 —
(1+8)*

Somit gilt mit C := 6 wie gefordert

6 Monotonie 6
< _

99| = |-e¢ -

‘g(w)—ﬂ <g;2D (x) <C

fiir alle z € [0, 1].

g

Aufgabe 58:

i) Die Abbildung f ist als Plynom stetig also nimmte f auf [—3, 2] sein Maximum und Mini-
mum tatsichlich an. Wir bestimmen alle kritische stellen als f' = 0 als

4o — 8z = 4x(2* —2) =0 (1)

und damit x € {0, 4++/2}. Es ist klar, das f/ > 0 on [-v/2,0] and f’ < 0 on [0, +/2]. Daher
hat f in = 0 ein lokales Maximum mit f(0) = 2. Desweitern ist f’ < 0 for < —/2
und f’ > 0 for x > /2 und damit hat f fiir 2 4 /2 lokale minima mit f(+v/2) = —2. Wir
untersuchen noch die Rénder des intervalls. Es ist f(—3) = 47 und f(2) = 2 und daher
nimmt f fiir x = —3 sein globales Maximum an und die lokalen Minima sind auch globale
Minima.

ii) Die Abbildung g ist stetig daher nimmt g auf [—3, 2] sein Maximum und Minimum tatséchlich
an. Da die Abbildung g in = 0 nicht differenzierbar ist, miissen wir eine Fallunterschei-
dung treffen. Sei zuerst x > 0 dann definieren wir h : 2 — (x — 1)e” und A’ = 0 falls

e+ (z—1)e* =€’z =0



Da A’ > 0 fiir z > 0 ist klar, dass h wachsend ist und damit nimmt A sein Minimum fiir
x =0 mit h(0) = —1 an. Sei nun = < 0 dann definieren wir y :  — —(z + 1)e” und ¢/ =0
falls

y'(z) =—e"(2+2)=0

und damit z = —2. Fiir z > —2 gilt 3y’ < 0 fiir x > —2 und ¢’ > 0 fiir z < —2 und damit
hat y ein globales Maximum fiir x = —2.

Um zu entscheiden wo die Extremwerte der Funktion g liegen miissen wir noch x € —3,0,2
iiberpriifen. Es ist g(0) = —1 = h(0) = y(0) sowie g(—3) = y(-3) = 2¢™3 > 0 und
g(2) = h(2) = €%. Klar ist, dass ¢ sein Minimum bei 2 = 0 annimmt. Und da g(2) > g(—2)
nimmt g sein globales Maximum fiir x = 2 an.

Aufgabe 59:

i) Wir stellen zunéchst fest, dass f stetig ist. Fiir  # 0 ist das klar als Quotient von sin und
einem Polynom das auf R\ 0 nicht verschwindet. Fiir x = 0 ist die Abbildung stetig, da
lim sin(x) ~ lim sin(z) — sin(0)

— oin/ _ o
z—0 x z—0 z—0 = sin’(7)]z=0 = cos(0) =1

Esist f(z) <1 fiir z # 0, da [sin(z)| < 1 und damit nimmt f sein globales Maximum fiir
x = 0 an. Desweiteren ist f(—x) = f(x) und daher gniiget es x > 0 zu untersuchen. Um
das Minimum zu bestimmen leiten wir die Abbildung ab es ist

<sin(az)>/ x cos(z) — sin(x)

= =0and z > 0 < xcos(z) =sin(z) and z > 0
x x?

Sei nun xp € {z > 0: zcos(x) =sin(z)} = {x > 0: z = tan(z)} dann gilt

sin(zg)  xocos(zp)

f(xo) = = = cos(wp) - (2)

Lo Zo

Untersuche das Intervall I, = [nm —m/2+, nm+7/2]. Die Abbildung tan(y) : ¢ — R ist auf
I,, wachsend, differenzierbar und surjektiv. Desweitern ist g : ¢ — tan(y)—¢ differenzierbar
mit ¢'(p) = tan?(¢) > 0 was ebenfalls wachsend und surjektiv ist. Damit hat tan(z) = x
auf jedem Intervall I, eine eindeutige Losung. Sei x,, € I, diese eindeutige Losung. Daxz > 0
ist auch klar, dass x,, € [nm,nm + 7/2], da nur dort tan(xz) > 0 gilt. Fiir x,,+1 € Ip41 gilt
offensichtlich xy4+1 > x,. Deswegen muss muss z,+1 — [(n + 1)7 + 7/2] < 2, — [n7m + 7/2]
gelten. (tan(-) ist auf I,, wachsend und surjektiv und damit tan(x) = x auch fir x,+1 > z,
stimmen kann muss x,,4+1 ndher an der rechten Intervallgrenze liegen).

Es ist also ), € [nm, nm + 7/2] und damit ist
f(zyn) = cos(zp) <0

fiir n ungerade. Desweiteren ist cos auf [nm, nm + 7/2] wachsend fiir n ungerade. Und da
Tyl — [(n+ D7+ 7/2] < zp, — [nm + 7/2] gilt also cos(z1) < cos(zy,) fir alle n € N und
damit nimmt f sein golobales Minumum bei 21 € [r,37/2] an, wobei z; die eindeutige
Losung von x = tan(z) auf [7,37/2] ist.

Da f symmetrisch ist gilt natiirlich f(—xz1) = f(z1).



ii) Wir unterscheiden die Fille x > 0 und = < 0. Sei zuerst > 0, dann ist g(z) = e* —e™"
und ¢'(z) = €* + e~* > 0 und damit ist g wachsend. Fiir x < 0 gilt g(z) = e~ — e* und
g (x) = —e™® — ¢” ist fallend. Daher nimmt ¢ sein Minimum fiir x = 0 an mit g(0) = 0.
Desweitern gilt g(x) — oo fiir x — £00 und damit nimmt ¢ auf R sein Maximum nicht an.

Aufgabe 60:

i) Dies ist Jensens Ungleichung. Zuerst definieren wir p; = a;/ Y ;- ; a;, dann gilt p; € [0,1]
und Y p; = 1 und es ist dquivalent zu zeigen

n n
v (me) <Y pigp(w:) (3)
i=1 i=1
Sei nun n = 2 dann ist ps = 1 — p; und damit

¢ (pre1 + (1 = p1)z2) < pro(z1) + (1 = p1)p(a2)

was direkt nach der Definition von konvexitét der Funktion ¢ gilt. Wir fithren nun eine
Induktion. Es gelte also (3| fiir ein festes aber beliebiges n € N, n > 2. Wé&hle nun
Pnt1 € [0, 1], dann gilt Z:-L:ll pi = 1+ ppy1. Wir definieren ¢; = p;/(1 + pp+1), dann gilt
Z?jll qi = 1. Es gilt

n+1 n
Yoaiwi = (14 par) ™ Y piwi + Gur1@o (4)
i=1 i=1
Wir definieren & = )" | p;x;. Damit ist
n+1
> piwi = (14 poi1) '+ Guia@nta - (5)
=1

und (14+pps1) "1 +¢nr1 = 1 (direkt nach Definition von g, 1). Also gilt nach der Konvexitit
und dem Fall n = 2 und der Induktionsvoraussetzung

@((1 + pn—l—l)_lj + Qn—i-lxn—i-l) < (1 +pn+1)_180(i') + Qn—i-l(/)(xn—l-l)

n
= (1+pn1) e <sz$z) + gn+19(Tn+1)

=1
n
< (L4 o)™ Y pip(@1) + gnirp(Tng)

i=1
n+1

= aqip(@i) .
i=1
Es gilt also die Vermutung.
ii) Es ist log(z)” = —1/2% < 0 und daher ist log konkav.

iii) Mit demselben Beweis wie in i) gilt Jensens Ungleichung in die umgekehrte Richtung fiir
konkave Funktionen. Wihle nun p; = 1/n, dann gilt mit ¢ = log

log(l/nz:ni) > 1/nZlog(wi) = log ((H?zlwi)l/"> : (6)
i=1

Da die exponentialfunktion wachsend ist gilt erhélt diese die Ungleichung und es folgt die
AGM-Ungleichung sofort.



Aufgabe 61:

i) Wir benutzen die Konvexitét der Exponentialfunktion, d.h., dass fiir alle z,y € R und
A € [0,1] gilt:
exp (1 =Xz + Ay) < (1— N exp(z) + Aexp(y) (%)
Seien ohne Einschrinkung A, B > 0. Wahle z :=1n A, y :=1In B und A := é. Wegen ¢ > 1
ist A € [0,1]. AuBerdem gilt:

1
1—)A=-.
p
Wir erhalten:

AYPBYT — exp (ln(Al/p)) exp (ln(Bl/q))
(%) p q
= exp (llnA + 1lnB) < 1exp(lnA) + lexp(lnB) - Af + E
p q p q p q

ii) Sind z = (z1,...,%n), ¥y = (Y1,---,Yn) € R” und p,q > 1 mit %—l—ézl, so gilt:

n

> Izl < llzlpllylly-

j=1

Wir beweisen dies nun:
Seien ohne Einschriankung ||z, [|yllq > 0. Sei j € {1,...,n} fest. Wéhle A :=

|17

B

>0,

B = Ilyyj\}q > 0. Wegen 1% + % = 1 gilt nach der Young-Ungleichung;:

L7 I 7 N 7| RV Y < Ar Bt \$j|pp \yj|qq_
lzllpllylly — lllp llyllg pa pllel} T allyld
Aufsummieren iiber j = 1,...,n ergibt:

|2jy5] < |4” +
HﬂchHquZ T ple sz ’

Daraus folgt:

|qZ|yJ‘q_ ""

qllyl

n
> Izl < llzlpllyllg-
j=1

Hinweis: Im Fall p = ¢ = 2 ist dies die Cauchy-Schwarz Ungleichung



