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Aufgabe 62:

(i) Es gilt fiir jedes n € N

WZ p:ak () =D S (&) [Tkl = o (Zn,€™),

k=1 k=1
wobei f: R — R, z +— 2P,
1 2 n
Zn = {$0:07371 = X2 = —H.. ) Ip = — = 1}7 g(n) = (517"'7571) = (:1:17"'7'1:71)'
n n n
Die Feinheit der dquidistanten Zerlegung Z,, des Intervalls [0, 1] ist ||Z H =1 7% 0.

Da f € R([a,b]) nach Satz 12.5 des Skriptes, gilt o (Z,, &™) "% fo da: nach Satz

12.7 des Skriptes. Eine Stammfunktion von f ist durch F': R — R, « — p +1 gegeben.
Nach dem Hauptsatz (1) aus Abschnitt 12.10 des Skriptes gilt

1 L
/0 f(@)dz = [F(z)],—g = P

(ii) Es gilt fiir jedes n € N

2n—1 2n—1

I 1%~ 7 index- 1 1 -
1_1 : VI = (2
Zk: n shift nzk‘+n nz Z (&) 11l = 05(Z0, 6™,
k=n k=n k= n k=
wobei f:(—1,00) > R, z — 1+x
1 -1
Zn = {m[) = 07391 = .-, Tn-1= Laxn = E = 1}7 g(n) = (l’o,...,IEn,l).
n n n
Die Feinheit der #quidistanten Zerlegung Z,, des Intervalls [0, 1] ist ||Z H =1 2200,
Da f € R([a,b]) nach Satz 12.5 des Skriptes, gilt o (Z,, &™) 2225 fo x)dz nach Satz
12.7 des Skriptes. Eine Stammfunktion von f ist durch F' : (—1,00) = R, z — In(1 + z)

gegeben. Nach dem Hauptsatz (1) aus Abschnitt 12.10 des Skriptes gilt
1
| e = (F@iy = 2,
0
O

Aufgabe 63:
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(i) Es gilt fiir jedes n € N
1< km = n
- > cos <2n) = Z_:f(&c) || = 07(Z0, €M),

k=1 k=1

wobei f: R — R, x + cos (g:v),

1 2 n

Zy, = {xo—O,xl =@y = ., Ty = _1}, €M = (&,...,&) = (x1,...,20) .
n n n

Die Feinheit der dquidistanten Zerlegung Z,, des Intervalls [0, 1] ist HZ | = H—OO> 0. Da

f € R([a,b]) nach Satz 12.5 des Skriptes, gilt o¢(Z,, &™) == noee fo x)dz nach Satz 12.7
des Skriptes. Eine Stammfunktion von f ist durch F: R - R, = — 2 sm( ) gegeben.
Nach dem Hauptsatz (1) aus Abschnitt 12.10 des Skriptes gilt

1
| e =@, = 2.

(ii) Es gilt fiir jedes n € N

li[ (k+n)v = g(’“;”)i :E(H:)i = exp <ln (}i[l (1+Z>i>>

:\H

=
I
z
=
N——
|
D
)
o
/N
Q
k,’
2
I
N—
N—

wobei f:(—1,00) = R, z +— In(1 + x),

1 —1
Ly = {':UO =0,21=—,...,Tp-1 = L7$n = 2 = 1}7 é:(n) = (xla"'>xn)'
n n n
Die Feinheit der #quidistanten Zerlegung Z,, des Intervalls [0, 1] ist ||Z H =1 2200,

Da f € R([a,b]) nach Satz 12.5 des Skriptes, gilt Jf(Zn,g(" oo fo x)dz nach Satz
12.7 des Skriptes. Da die Exponentialfunktion stetig ist, gilt exp ((af(Zn,§ )) neee

exp ( fol f (x)dx) Eine Stammfunktion von f ist durch
F:(-1,0) = R, z—=(z+1)In(z+1)—2

gegeben (vgl. Beispiel (2) im Abschnitt 12.12 des Skriptes). Nach dem Hauptsatz (1) aus
Abschnitt 12.10 des Skriptes gilt

exp </01 f(a:)dx) = exp ([F(m)]i:0> =exp(2In(2) —1) = =
U

Aufgabe 64:

Wir halten zunéchst fest, dass jeder Integrand auf dem jeweiligen Integrationsintervall stetig
ist und deshalb auch integrierbar nach Satz aus Abschnitt 12.5 des Skriptes.



(i) Es gilt

2 1 2 1 2
/ t—1)dt = / |t—1\dt+/ ]t—1|dt:/ (1—t)dt+/(t—1)dt
—2 -2 1 -2 1

(ii) Es gilt nach der Regel der partiellen Integration aus Abschnitt 12.12 des Skriptes

i jus
2

21 1 1 1 (2
/2 —t2 sin(2t) dt FE [ cos(2t) - tQ] + /2 t cos(2t)dt
, 2 2 2 |, 2/
T =f(t)
=g(t)
2 2

1 2
— + = t 2t)dt.
16 + 2/0 cos(2t)

Das verbliebene Integral wird wieder partiell integriert zu

jus

/ © ot cos(2t)dt 2 [t- 1sin(2t)}
0 NI —— 2
=9(t) —p/(t)

; sz in(26)dt = + cos(2)]Eg = — &
—_ = Sin = — |COS = ——.
o 2.Jo 4 =02

Jus
2

Insgesamt also

21 ™ 1
—t*sin(2t)dt = — — .
/0 ol sin@0)dl =35 -7

(iii) Zunichst ist klar, dass fiir a < —1 das Integral divergiert. Sei nun o < —1, dann gilt
mittels partieller Integration

/ t*In(t)dt = ——[t“TIn(t)] — / todt
1 [0 + 1 (0] + 1 1

1 [ — 1
= - / tdt = ——— "M = ———
a+1/ ala+1) ala+1)

(iv) Fiir o <0 ist klar, dass das Integral divergiert, da e~ > 0 nicht gegen 0 konvergiert fiir
t — 00. Sei also nun a > 0. Beachte es ist (t2)’ = 2¢ und damit gilt nach der Kettenregel

12 >
<2aeat > = et (1)

[e'e] —at? o
/ewmhwﬁ ] - L (2)
0 2a 2a

0

Damit ist

Aufgabe 65:

Wir halten zunéchst fest, dass jeder Integrand auf dem jeweiligen Integrationsintervall stetig
ist und deshalb auch integrierbar nach Satz aus Abschnitt 12.5 des Skriptes.



(i) Die Nullstellenmenge des Sinuses ist 7Z (siehe Abschnitt 10.2 des Skriptes). Also hat der
Sinus fiir jedes k € Z auf [(k — 1), k] keinen Vorzeichenwechsel (Zwischenwertsatz aus
Abschnitt 9.9 des Skriptes). Folglich gilt

km km
/ lsin()|dt = / sin(t)dt
(k—=1)7 (k—1)m

= J0F = (D] = [DF + (1| =2

= |~ [eos(O]1 =)

(ii) Es gilt nach der Substitutionsregel aus dem Abschnitt 12.13 des Skriptes

[ et |

1

o Tra ' 7 In(1+z)];_, = In(2).

(iii) Es gilt nach der Regel der partiellen Integration aus Abschnitt 12.12 des Skriptes

7 % vz 7 1
arcsin(t)dt arcsin(t) dt = [t arcsin(t)],2, — / t- dt
/0 ( ) / f/ ( ) [ ( )]t_O 0 m
- )
V2 omo / s it
2 4 1—2
Weiter gilt nach der Substitutionsregel aus Abschnitt 12.13 des Skriptes
[ = [Tt P - [
= = X xr = i
0o V1-—1t2 o =g(t) 4(0) 0 2V1—1x
=g'(t) A
2\ 1— ¢
|
=f(g(t))
1 1
= —[V1i—2z]2 =1-—.
[ }z:(] \/§
Insgesamt also
§ \/i T t=%2 \/577 \@
/ arcsin(t)dt = — - — [\/ 1- tQ} =—+ -1
0 2 4 t=0 8 2
(iv) Nach Aufgabe 40 (i) gilt
2tan (4
sint) = — 2 (2)t
1 =+ tan2 (5)

fiir alle t € [5,27] € R\ m(2Z + 1). Folglich ist

I 1 + tan? (%) vt {7‘( 271]
sin(t)  2tan (%) '




Es gilt nach der Substitutionsregel aus dem Abschnitt 12.13 des Skriptes (fiir Werte des
Tangens siehe Aufgabe 50)

/237r 1 3 1+ tan? %) LHtanly) 4 t=2arctan(s) /\/g 14 s2 2 d
— = . s
= sin(t) 2 tan (%) -2, )y 2s 1482

- / L= o)y = 2

O Aufgabe 66: Die Funktion muss im allgemeinen nicht verschwinden, denn f(x) =0
fir x # 1/2 und f(1/2) = 1 ist Riemann Integrierbar aber gleichzeitig gilt fo z)de = 0
(wihle geeignete Zerlegungen und Zwischenvektoren). Sei nun f stetig. Angenommen es ex1st1ert
zo € [0,1] so, dass f(zg) > 0, dann gilt mit ¢ = f(xg)/2 > 0, dass ein § > 0 existiert mit
f(z) > f(zo)/2 fiir alle x € [xg — 6§, x0+ ] N[0, 1]. Klar ist, dass |[zg — 6, z0 + ] N [0,1]| > § Es
gilt die Abschétzung

1 min{zo+4,1} min{zo+4,1}
| f@iz= [ f@)ds > fan)/2 1z > §f(20)/2 > 0
0

max{xo—3,0} max{zo—4,0}

Daher muss die Funktion verschwinden falls das Integral verschwindet.

Aufgabe 67:
Wir halten zunéchst fest, dass in beiden Aufgabenteilen, f stiickweise stetig auf [—a, a] ist, und
daher alle vorkommenden Integrale erkléart sind.

(a) Nach Abschnitt 11.3 der Vorlesung (Linearitét des Integrals in den Integrationsgrenzen)
gilt:

a 0 a
| far= [ f(t)dt+/0 F(t)dt

Wir substituieren im ersten Integral nun s = —t, d.h. t = —s. Es folgt dt = —ds und
—a = t(a) sowie 0 = t(0). Damit folgt:

a 0 a 0 a
e = f f(t)dt+/0 f(t)dt:/ —f(—s)ds+/0 F(t)at
f gerade a s a _ a
o /0 F(s)ds + /0 f(tydt =2 /0 F(t)dt

(b) Nach Abschnitt 11.3 der Vorlesung (Linearitéit des Integrals in den Integrationsgrenzen)
gilt:

f()dt _f dt+/f

Wir substituieren im ersten Integral nun s = —t, d.h. t = —s. Es folgt d¢ = —ds und
—a = t(a) sowie 0 = t(0). Damit folgt:

a 0 a 0 a
pwdt = [ pdt + /O F(H)dt = / —f(—s)ds + /0 F()dt
J ungerade a_ $)ds a _ a _ _
et [T psas+ [ rwar= [ - o =o

—a



