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Aufgabe 77:

()
Angenommen v € lin({vy,v2,...,vn}), dann ex. aq,...ay wobei mindiestens ein a; # 0 so,

dass
N
v = Z a;v; (1)
i=1
und damit gilt sofort
N
v— Z ajv; =0 (2)
i=1
und damit sind v, vy, ...vyN linear abhénging. Wir haben also bewiesen
v € lin({v1,v2,...,un}) = v,v1,...vN sind linear abhénging (3)

wir zeigen noch die umgekehrte Richtung. Angenommen v, vy, ... vy linear abhéinging dann ex.
ai, . ..ayn wobei mindiestens ein a; # 0 also so, dass gilt und damit auch und damit ist
v € lin({v1,v2,...,un}). Es ist also

v € lin({vy,v2,...,un}) € v,v1,... vy sind linear abhénging . (4)

Die gesuchte Aussage folgt sofort als Negation der bewiesenen Aussage.

Aufgabe 78:
Es ist
2 3 4
~ 1 ~ 0 = 0
bl - ol’ b2 — 1 ) b3 - 0
0 0 1

Wegen 2+ (=2)-1=3+3-(=1) =4+ (—4) -1 =0 gilt b; € U fiir jedes j € {1,2,3}.
AuBerdem sind die Vektoren by, by, bg linear unabhéngig: Sind a1, ag, a3 € R und gilt
04151 + a252 + 04353 = 6,

so folgt durch Betrachtung der zweiten bis vierten Vektorkomponente direkt, dass a; = ag =
a3 = 0 gelten muss.
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Definiert man nun
A=(1 -2 3 —4)eR™™",

so ist
U =ker(A) = {z ¢ R*: Az = 0}.

Insbesondere ist U ein Untervektorraum von R*. Da A # 0 ist, ist
dim(Bild A) = dim{Az : 2z € R} = 1.
Nach der Dimensionsformel folgt
dimU =dimker A =4 — dim A = 3.

Da 51, 52, bs drei linear unabhéngige Vektoren aus U sind, bilden diese eine Basis von U. Hieraus
folgt auch o
U= lin{bl, bg, bg}.

(ii)
Es gilt
4 —6 3 4
S 31 | -3 0 0
=, 0 +0 1 +4 0
4 0 0 1

Somit besitzt ¢ die Koordinaten —3, 0,4 beziiglich der Basis 131, 52, bs.

Aufgabe 79:

Wir fithren folgende Zeilenumformungen durch:

1 -4 3 -2 0 (=1) 1-(-=2) 1 -4 3 -2 0 i+
5 _ |t 21 4 2 J+ o 2 -2 6 2 2 1:(—4)
“ 12 0 2 4 4 + 0 8 —4 8 4 Q+
1 0 -1 a B 1 0 -1 a B
1 0 -1 10 4\ +——+ 10 0 6 3
_l02 -2 6 2 i+ o2 0 =2 o3
00 4 —16 —4 141 00 4 -16 —4f |-%
10 -1 a 8B 10 -1 a 2
10 0 6 3\ ——(1 100 6 3
01 0 -1 0 010 -1 0
“ oo 1 -4 -1 “loo1 -4 -1
10 -1 a B J+ Y 000 a—10 f—4

Die letzte Matrix ist fiir alle «;, 8 € R in Zeilenstufenform. Ablesen liefert den Zeilenrang r = 4,
fiir &« # 10 oder 8 # 4. Ansonsten ist » = 3. Nach Abschnitt 14.8 der Vorlesung (r = n), sind
die Zeilen von A damit linear unabhéngig genau dann, wenn « # 10 oder  # 4 gilt. Sind
a =10 und B = 4, so ist die letzte Matrix bereits die Zeilennormalform von B. Ist e = 10 aber

B #£ 4, so ist

100 6 3 100 6 0
010 -1 0 Jo 10 -1 0
001 —4 -1 001 —4 0
000 0 B—4 \-ﬁ 000 0 1



B—4

die Zeilennormalform von B. Ist a # 10, so sei k = - —; und es gilt
100 6 3 100 6 3 +
B 010 -1 0 010 -1 0 +
0 01 —4 -1 0 01 —4 —1 j+
000 a—10 B-4) | -5 000 1 =& 4 1 J(-6)
10 00 3—-6k
0100 K
001 0 —1+4k
00 01 K

die Zeilennormalform von B.

g

Aufgabe 80:
Wir zeigen vorbereitend, dass U ein Untervektorraum von R* ist. Nach dem Untervektorraum-
kriterium aus Abschnitt 14.4 der Vorlesung ist zu zeigen:

e 0 € U: dies ist klar.
e Fiir alle z,y € U und alle « € Rist x +y € U und ax € U: Es gilt in der Tat

(+yh+t@+ye—(@+y)s—(@+ya=@1+r2—23—24)+ (Y1 +y2 - Y3 —ys) =0
=0 =0

()1 + (ax)y — (ax)s — (ax)y = a - (1 + w9 — x5 — x4) = 0.

(a) Es gilt

(=3)+2—-(=3)-2 = 0 (w)
34 (-1)—1-1 = 0 (up)
—74+3-(=7)-3 = 0 (u3)
und damit uq,ug,u3 € U. Sei nun x € lin({uy,us, us}). Es existieren also aj,as, a3 € R
mit
T = aiul + apug + a3us.

Da nach Obigem U ein Untervektorraum von R* ist und w1, us,us € U, liegt auch ihre
Linearkombination z in U.

(b) Zuerst zeigen wir, dass die Menge {u1,us,us} linear unabhéngig ist. Dazu schreiben wir



die Vektoren w1, uo, us als Zeilen der Matrix A und bringen diese auf Zeilenstufenform:

-3 2 -3 2 e 0 1 -2 3
A= (3 -1 1 1 ~13 -1 1 1 2y
-7 3 -7 3 -7 3 -7 3 2
0 1 -2 3 0 1 -2 3 (-2)
~ o 2 2 %) [.7~|0 2 -14 16 s
-7 3 -7 3 -7 3 -7 3
0 1 -2 3\ «— -7 3 -7 3
~ (0o 0o -10 10| |-%|~[0 1 -2 3
-7 3 -7 3) +— 0 0 1 -1

Ablesen liefert den Zeilenrang r = 3. Nach Abschnitt 14.8 der Vorlesung (r = n), sind die
Zeilen von A damit in der Tat linear unabhingig.

Als niichstes sehen wir ein, dass lin({u1, u2, uz}) = U ist. Dazu stellen wir fest, dass U # R*,
denn

¢ U

el =

o O O =

Also ist dim U < 4, denn ansonsten wire dimR?* < dimU = 4 < oo, U C R* und damit,
nach Abschnitt 14.10 der Vorlesung, U = R*.

Dann ist also dim U < 3 = dimlin({u1, ua, us}), lin({u1, ug,us}) C U nach Teilaufgabe (a)
und damit, nach Abschnitt 14.10 der Vorlesung, U = lin({uy, ug, ug}).

O

Aufgabe 81:

(a) Seien aj, a2 € R und der Nullvektor 0 = aju; + aug =: u sei als eine Linearkombination
von u1, g geschrieben. Wir haben zu zeigen: ay = aig = 0. Dazu betrachten wir:

1
u(0) = au1(0) 4+ agua(0) = ag ¢ 7Y cosh(k - 0) +age™ 7= sinh(k-0) = a; =0
=1 =1 : =0
’ _ / / — -0 h(k - _J 0y h(k - = =
u'(0) a(l] u1(0) + aguy(0) = as | e 1 cosh(k - 0) e sin (k-0) az =0

(b) Wir zeigen zunéchst U := lin({uy,u2}) C V := lin({v1,v2}): Sei dazu u € U beliebig. Es



existieren dann a1, ag € R mit u = ajuq + asus. Fiir alle t € R gilt:

1
u(t) = aqui(t) + agua(t) = are” " cosh(kt) + age™ 7 = sinh(xt)
K

Kt —kKt Kt —kKt
_ (€ te ™ e
Qe ( 5 ) + - e 5

_ (ﬁal + ao grt 4 FO1 — a2 e“t) _ K1t o et | BT 2 (e

2K 2K 2K 2K
B B
=:01 =:P2

= Srvi(t) + Brva(t)

Also ist u auch eine Linearkombination der vy, vo. Da u beliebig war, gilt in der Tat U C V.

Nach Teilaufgabe (a) ist {u1,u2} linear unabhéngig. Damit ist dimV < 2 = dim U. Nach
Abschnitt 14.10 der Vorlesung gilt damit U = V.

d



