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Aufgabe 1 (Ubung):

(a) Gegeben seien die zwei komplexen Zahlen z = 3 —i und w = —1 4 2i. Bestimmen Sie den Real-
und Imaginéarteil sowie den Betrag von

(i) z-w,
(ii) 22+ 2.
Hinweis: Der zu berechnende Betrag in der Teilaufgabe ist keine “schone” Zahl.
(b) Zerlegen Sie das Polynom p(z) = 2% + 8 in Linearfaktoren.
Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:
(a) (i) Es gilt
zow=(3—1i) (=1+2i)=-3-21)?+i(1+6)=—1+7i

und damit

Re(z - w) = -1,
Im(z - w) = 7 und somit

|z - w| = |2| - Jw| = 5v/2.
(ii) Es gilt
1 w? (—1 —2i)?
=2 2 2 .
— =(3 — =3 4+6i-14+ —
Ca (+1)+|w|4 +6i -1+ —0p

1 3 4
=8+6i+25(1+4i—4):8—+(6+)1

25 25
und damit
1 3 197
_92 _ _ 2 _ 2t
Re(z2+ 5) =8 - 55 = 55
1 4 154
I =2 = _ = —
mE 4 5) =0+ 5 = o
sowie
o ] 197 2+ 154\°
z —_— = _ -
w2 25 25
1 V2501
= — /38809 + 23716 = o01.
25 5
(b) Es gilt

24+8=0 & (r+iy)*+8=0
s 234+ 3ix’y —3xy’ —iy> +8=0
s 22 -3y +8=0A32%y—1y3=0
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e 23 =3yt +8=0AyBzx2—y*) =0
e 2?30 +8=0A(y=0Vy=aV3Vy=—zV3).

Wir betrachten die einzelnen Falle.
o Ist y =0, so gilt
B 48=0cz=—V8=—
fur alle x € R.
o Isty= x\/g, so gilt
2 -9t 4+8=0e*=1c2r=1
fiir alle 2 € R. Das gibt die Losung z = 1 +iv/3.
o Isty= —scx/g7 so gilt
2 -9 4+8=0e*=1c2r=1
fiir alle 2 € R. Das gibt die Losung z = 1 — iv/3.
Insgesamt sind also genau zg = —2, 2z = 1 +iv/3 und 2o = 1 — iy/3 Losungen der Gleichung
23 4+8=0.

Aufgabe 2 (Ubung):
Untersuchen Sie die nachstehend definierten reellen Folgen auf Konvergenz und bestimmen Sie ggf. den
jeweiligen Grenzwert.

. _ (n%=1 341
() (an)uze = (5 — 5

= ( n omn + Sn)neN7
(iii) = (V4n2 + 8064n + 2016 — 2n) .,
= (=1 e
= ( Vn! .
(v) (en) ( n)
Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:
(i) Wir berechnen
2 1 3 1 2 _ 1 2 _ 3 1
lim a, = lim n e = lim (n ) (°+1)(n+3)
n—00 n—soo\ n+ 3 n2—1 n—s00 (n?2—=1)(n+3)
ont =202+ 1—(n*+3n%+n+3) o =3nf—2m2—n-—-2
= lim = lim
n—00 (n?2—=1)(n+3) n—oo  (n24+1)(n+3)
3212
= lim n__n = -3,
A= R0+ )

wobei wir fiir die letzt Gleichheit die Grenzwertsétze (Satz 4.11) verwendet haben.

(ii) Es gilt fiir alle n € N

b, = /27 + 37 > V3 =3,

={n43n=3 ,/1+ <3f

Wegen /2 — 1 (Beispiel 4.16 der Vorlesung), gilt nach dem Sandwichtheorem (Satz 4.11 (3))
lim,, oo b, = 3.

sowie
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(iii) Fiir alle n € N gilt

V4n? + 8064n + 2016 — 2n = (\/4712 1 8064n + 2016 — 2n>

VA4An? + 8064n + 2016 + 2n
V4n? + 8064n + 2016 + 2n
3. Binom. 4n? + 8064n + 2016 — 4n?

VAnZ + 8064n + 2016 + 2n
8064n + 2016

V4an2 + 8064n + 2016 + 2n
8064 4 2016

2(y/1+ 595t 4 208 4 1)

Mit den Rechenregeln fiir Grenzwerte (Satz 4.11) und dieser Darstellung folgt nun

8064 + 2016 8064
lim \/4n2 + 8064n + 2016 — 2n = lim n = = 2016.

n—»00 n—>002< /1_’_%_’_24(;7126_,'_1) 2-2

(iv) Fir jedes n > 2 gilt
n\" n—1\" n \ " 1 o
1_7 = = :].
() = (5) =G =0
( 1\ 1 \'"™" 1-1
) )
n—1 n—1 (1+ﬁ)

Der Ziahler konvergiert mit Mitteln der Vorlesung gegen 1. Der Nenner konvergiert nach Kapitel
4 des Skriptes gegen die Eulersche Zahl (Vg. Definition 4.19). Mit den Grenzwertséitzen folgt also
lim,, o0 dy, = %

dn

(v) Konvergente Folgen sind beschrankt (Satz 4.10 (2)). Wir zeigen, dass (d,) unbeschrénkt ist und
damit nicht konvergent sein kann. Sei dazu k € N. Es ist

(k) =2k-(2k —1)-...- (k+1)-k-...- 1> k"

k Faktoren, jeder >k 21

Fir alle n € N gilt damit
dopz = *3/@n2)1 2 Y/ (n2)n* = *Vin2n® = n,

Da die natiirlichen Zahlen nicht nach oben beschrankt sind (Satz 2.12 (2)), ist (dn)nen in der Tat
nicht nach oben beschrankt.

Aufgabe 3 (Ubung):

Untersuchen Sie die durch
2+ 4a,

4 + 3a,

rekursiv definierte Folge (a,) auf Konvergenz und bestimmen Sie ggf. ihren Grenzwert.

a; =1, Apy1 = (n €N)

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:
Angenommen, (a,,) ist konvergent gegen a € R. Induktiv sieht man ein, dass a,, > 0 fiir alle n € N. Nach
Satz 4.11 (2) des Skriptes gilt also a > 0. Ferner gilt

i i i 2+4a, 2+44a
a = lim a, = lim a,+; = lim = .
n—00 n—00 +1 n—oo 4 + 3a, 4+ 3a
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Auflosen nach a liefert

a>0 2
< a= —.

da+3a°>=2+4a s d® = 3

[SSRN )

Also ist a = \/g der einzige Kandidat fiir den Grenzwert. Wegen a; = 1 > a, liegt die Vermutung nahe,

dass (a,) monoton fallend ist. Fiir n € N gilt

~ 2+4a,
4+ 3a,

a 2 a 2
Ap+1 — Gp —a, <0 g02+4an§4an+3ai<:>§§ai go\/ggan.

Also ist (a,) monoton fallend, falls a, > \/g fiir alle n € N. Die letzte Aussage beweisen wir durch
vollstdndige Induktion iiber n.

o Induktionsanfang (IA): (n =1) In der Tat ist a; = 1 > \/g
o Induktionsvoraussetzung (IV): Sei n € N fest aber beliebig. Es gelte a,, > \/g

o Induktionsschritt (IS): (n ~ n + 1) Sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte die IV a,, > \/g Dann
gilt fiir n + 1 tatséchlich

2 4 >0 4 2+ 4a,\> _ 2 ) )
n > o = > = 2+4a,)” > 2(4 n
a+1\/; & an (4+3an> 73<:)3( + 4ay,) (4 + 3ay)

o 2
& 12+ 48a, + 482 > 32 + 48a,, + 1842 < 30a2 > 20 5" a, > \/; & (IV).

Also ist (a,) nach unten beschrénkt und monoton fallend. Nach dem Monotoniekriterium (Satz 4.13) ist

(an) konvergent. Nach Obigem ist lim, o0 an = 1/ 3.

Aufgabe 4 (Ubung):
Sei (ay,) eine reelle oder komplexe Zahlenfolge. Zeigen Sie, dass (a,) genau dann konvergiert, wenn (as;,)
und (ag,+1) konvergieren und lim,, o agy, = lim, 0 aop41 gilt.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:

e =: Sei (a,) konvergent gegen a € C. Zu zeigen ist, dass as, — a und ag,+1 — a fir n — co. Sei
dazu e > 0 vorgelegt. Da a,, — a, existiert ein ng(e) so, dass |a, — a| < ¢ fiir alle n > ng(e). Wegen
2k + 1> 2k > k fur alle k € N, gilt erst recht |ag, — a| < € und |azp4+1 — a| < € fiir alle n > ng(e).
Dies beweist die Konvergenz von (as,) und (ag,+1) gegen a.

e <: Seien (a2, ) und (agy,+1) konvergent gegen ein a € C. Zu zeigen ist, dass (a,,) gegen a konvergiert.
Sei dazu ein € > 0 vorgelegt. Da as,+1 — a und ag, — a, existieren nq(g),n2(e) € N derart, dass

Yn > ni(e): |agnt1 —al <e und VYn > na(e) : |ag, —al <e

Definiere ng(e) := max{2n;(¢) + 1,2nz(e)}. Fiir alle n > no(e) gilt |a, —a| < €, denn: Ist n >
ng(e) ungerade, also n = 2k + 1 fiir ein k € Ny, so gilt

n=2k+1>ng(e) >2n1(e) +1 =k >ny(e).
Ist n gerade, also n = 2k fiir ein k € N, so gilt
n =2k > ng(e) > 2na(e) = k > na(e).

In beiden Fillen gilt nach Voraussetzung |a,, — a| < €.
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Aufgabe 5 (Tutorium):

(a) Gegeben sei die komplexe Zahl z = 3 — i. Bestimmen Sie den Real- und Imaginérteil sowie den
Betrag von

) 2,
(i) L
(b) Bestimmen Sie alle z € C fiir die gilt
() == 2],
(ii) 22 = |z|%.
(c) Skizzieren Sie die Mengen
(i) Do={2€C:1<Rez<2,0<Imz <1},
(ii) Dy ={—z:z € Dy},
(i) Dy = {iz: z € Dy},
(iv) D3 = {z*: z € Dy},
(v) Dy={z"1: z € Dy},
(vi) C1={z€C: |z—3—i|<1lund |z —2+i| <2},
(vii) Co ={z € C: [z +1i| + |z —i| = L}

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5:

(a) Wir berechnen vorbereitend:

2] = [3—i] = V32 + 1 = V10

und
jwl = -1+ 21 = /(-2 +22 = V5
(i) Es gilt
22 =(3-1)*=3%-3-3%+3-3(1) - (1)® = 18 — 26i
und damit
Re(2%) = 18,
Im(2%) = —26,

|z3‘ = |z> = 10V/10.

(ii) Es gilt

1 z z 1
z 22 |z 10( +1)
und damit
3
Re(z7') = —
(=" = 1,
1
Im(z7 1) = —
m("0) = 15
1 1
|Z_1|:—:7

lz] V10

(b) Fiir z € C setzen wir x = Rez und y = Im 2. Es gelten die folgenden Aquivalenzen

z=z| <= x+iy=a?+y?
— z=VaiAy=0
= z€Ryg
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und

2?4+ 2ley = 2% + 42

— ay=0A22—yP=22+y
— y=0
<~ zeR.

2=z = z

2

(C) Skizze der Mengen Do, D17 DQ, D3, D47 Cl und CQ.

34 4i

Aufgabe 6 (Tutorium):
Untersuchen Sie die nachstehend definierten Folgen auf Konvergenz und bestimmen Sie ggf. den jeweiligen
Grenzwert.

: _ (6n*+3n—4
() (@) = (884)

ii n)n = 4n? —9 _L_Q) y
(i) (en)nzs = (/407 = 9n — 15 n)

1 3+4i\" fii d
(iii) ¢, = {2+( ) ir gerade n, (n €N),

\/W —/n fiir ungerade n
(iv) (dn) = ((1+ 7)) e
(v) (en) = (m)ﬂeN, a > 0 fest.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6:
(i) Mit den Grenzwertsitzen (Satz 4.11) gilt

, _ 6n2+3n—4 G434
lim a, = lim ———— = lim “+—"5—">=0
n— o0 n—oo 1 4+ n? + 5n3 n—o00 $+E+5
ii) Fir n € N mit n > 3 gilt
(ii) g
1 1 4n2—9n—ﬁ+2n
cn:\/4n2—9n— —2n = \/4n2—9n— —2n | -
n—3 n—3 4n2—9n—%+2n
1 0 _ 1
- - o= )

\/4n? —9n— Lo+ 2n 4-2_L 42

M;t den Rechenregeln fiir Grenzwerte (Satz 4.11) und dieser Darstellung folgt lim,, o a,, = ﬁ =
-9,
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(iii) Betrachte die Teilfolgen (cax)ken, sowie (car11)keny und wollen Satz 4.23 (3) anwenden (Aufgabe
4 auf diesem Ubungsblatt). Es gilt |3'1*'—541{ = 7”’1216 = \{—2755 = % und damit limk%m(?"féi)% = 0.
Hieraus folgt

1 /3+4i\*" 1
hm Cop, = hm — 4+ = —.

k—o00 —o0 2 15 2
Ferner gilt

lim coeer = lim y/(2k+ 1)+ VIR F1—V2h 11
k—o0 k—oc0

@k 1) + VIR T+ V2R T T

@k 1) + VIR T+ V2R T T
NoIES 1 1

= lim = lim

oo Sk )+ VIR FTHVIEFT 14 g 2

Nach Satz 4.23 (3) folgt nun, dass (¢,)nen gegen % konvergiert.

klingo(\/(2k+1)+\/2k+l—\/2k;+1> :

2
(iv) Nach der Vorlesung wissen wir, dass (d,,) := ((1 + L)n ) gegen die Eulersche Zahl konvergiert.
Insbesondere ist (d,) beschrinkt, etwa d,, < 4 fiir alle n € N. Es gilt fiir alle n € N

2
1 n ; 1 n

1§dn<1+2> = '(1+2> S{L/i
n n

Wegen {/4 — 1 (Beispiel 4.16), gilt nach dem Sandwichtheorem (Satz 4.11 (3)) lim,, o d,, = 1.

(v) Wir unterscheiden die folgenden drei Fille und benutzen jeweils die Ergebnisse des Kapitels 4 des
Skriptes.

o Ista>1,s0 gilt = < 1 und damit hmnﬁoo( ) = 0. Es folgt
a —a" " o l—a™®  lim, 01— (

lim e, = lim ——— = lim

)271
= =1
n—o0 n—oco @ +a~" n—ooo l4a"2" lim,, oo 1+ (

)Qn

Q= (8|~

o Ist a =1, so gilt fir alle n € N
a®>—a ™ 0

—_— = = = 0
a”+a " 2
und damit lim,,_, - e, = 0.
o Ist a < 1, so gilt lim,,_, ., a®® = 0. Es folgt
a—a " Coa—1 im0 a?n — 1
lim e, = lim — = lim =—1.
n— 00 n—oo @™ + q~ " n—oo @2 + 1 hmn%oo a?r +1

Aufgabe 7 (Tutorium):
Untersuchen Sie die durch

alz\/i, an+1:\/2+an (’HEN)

rekursiv definierte Folge (a,,) auf Konvergenz und bestimmen Sie ggf. ihren Grenzwert.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 7
Angenommen, (a,,) ist konvergent gegen a € R. Induktiv sieht man ein, dass a,, > v/2 > 0 fiir alle n € N.
Nach Satz 4.11 (2) des Skriptes gilt also a > 0. Ferner gilt

a= lim a, = hm Gpt1 = hm vV2+a, = lim 2+4+a, =,/2+ lim a, =v2+a.
n—oo

n— oo n—oo

Auflosen nach a liefert

a 11 1 1
=12+ q é°a2=2+a<:>a2—a—2=o<:>ae{2— 1t25 4+2}={—1,2}.
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Wegen a,, > 0 fiir alle n € N, ist a = 2 der einzige Kandidat fiir den Grenzwert. Wegen a; = v/2 < 2
liegt die Vermutung nahe, dass (a,) monoton wachsend ist. Fiir n € N gilt

2 2
Ung1 — Gn = V2 + ap — an +an —an >0

:\/2—|—an—|—an_
2
& a2 —a,—-2=a —1 —2—}<0
n n mn 2 4=
- 1 2<9
G — = z
" 2) 4
an>v2>3 1 3
=3 n< =4+ ==2
n=957"5

Also ist (a,,) monoton wachsend, falls a,, < 2 fir alle n € N. Die letzte Aussage beweisen wir durch
vollstdndige Induktion tiber n.

o Induktionsanfang (IA): (n = 1) In der Tat ist a; = v/2 < 2.
o Induktionsvoraussetzung (IV): Sei n € N fest aber beliebig. Es gelte a,, < 2.

o Induktionsanfang (IA): (n ~> n+ 1) Wir finden fiir n + 1 tatséchlich

()
ni1 =V2+a, < V2+2=2.

Also ist (a,) nach oben beschrinkt und monoton wachsend. Nach dem Satz dem Monotoniekriterium
(Satz 4.12) ist (a,) konvergent. Weiter gilt nach Obigem lim,,_,, a,, = 2.
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