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Aufgabe 1 (Ubung):

Bestimmen Sie jeweils die Haufungswerte der Folge (a,)nen sowie lim inf a,, und lim sup a,,.
n—oo n—00

(a) ap = (=14 F(=1)"1)n+L,
o) =1 (2) "

1+ 5,  n=3kfiirein k €N,
(¢) anp =12, n=3k—1flirein k € N,
24 0kl =3k —2 fiirein k € N,

n

(d) a, =4" + (—1)", verwenden Sie hier lim inf |a,| und limsup |a,,|.
n—oo n—o00

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:

(a) Wir betrachten die zwei Teilfolgen (agy) und (agk41). Fir jedes k € N gilt

3 2k+1 3 2k+1 1 2k+2 1 2k+2
agk — 75 = — 5 und agk+1 = 75 = 5 .

Wir erhalten die nach unten unbeschrénkte Folge (agy) mit agr, — —oo fiir kK — oo und klim Agk+1 =
—00

0. Da diese beiden Teilfolgen die komplette Folge abdecken, gilt

H(a,) ={-,0}, limsupa, =0 und liminfa, = —cc.
n—oo n—oo

(b) Wir betrachten die zwei Teilfolgen (aoy) und (asg41). Fir jedes k € N gilt

2% + 92 2k—1 1 2k+1 1 -2
as, <2k+1> < +21<;+1> ( +21<:+1>

B 2]€+3 Qk_ 1+ 1 2k+2 1+ 1 -2
W1 ="\ ) 2% + 2 %k+2)

Wir erhalten klim asr, = e und klim ask+1 = —e. Da diese beiden Teilfolgen die komplette Folge
— 00 — 00

und

abdecken, gilt
H(a,) ={—e,e}, limsupa, =e¢ und liminfa, = —e.
n—00 n—00

(¢) Wir betrachten die drei Teilfolgen (agy), (a3k—1) und (agg—2). Fir jedes k € N gilt

(3k—2)+1 1
iz Ctagow

1
azp =1+ gkr G8k-1= 2, und agp_2=2+

Somit gilt
lim agr =1, lim agr_1 =2 und lim agx_o = 3.
k—o0 k—o0 k—o0

Da die drei Teilfolgen die komplette Folge abdecken, erhalten wir

H(a,)=1{1,2,3}, limsupa, =3 und liminfa, =1.
n—oo

n—roo
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(d) Wir betrachten die vier Teilfolgen (a4x), (@4x+1), (aag+2) und (asx+3). Fir jedes k € N gilt

age =i F(-D* =141=2,
‘4k+1 ( 1)4k+1 'L* 1

A4k+1 =1 )

(l4k+2 — ’l:4k+2 ( 1)4/€+2 71 + 1 — 0’
-4k 3 4k+3 .

Qapyy = 003 4 (=) = 4 — 1.

Es gilt
li—1=v2, |—i-1]=V2

Folglich oszilliert die Folge a,, zwischen den Werten

an € {2,i—1,0,—i — 1}.

Damit sind die Haufungswerte der Folge
H(a,)=1{2,i—1,0,—i — 1},

und es gilt

limsup |ay,| =2, liminf|a,|=0.
n—00 n—00

Aufgabe 2 (Ubung):
Die Folge (a,,) sei durch
% fiir gerade n,
ap =
% fiir ungerade n,
fiir alle n € N definiert.
(a) Zeigen Sie lim, o0 an, = 0.
(b) Zeigen Sie, dass die Reihe > °° | (—1)"a, divergent ist.
(¢c) Warum ist das Leibniz-Kriterium hier nicht anwendbar?

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2
(a) Es gilt
1 1 ..
a9 = % —0 und agk+1 = GRIEsY —0 fur k — oo.

Nach Aufgabe 4 (Ubung) von Blatt 3 gilt

lim a, = lim agx = lim agiy; = 0.
n— o0 k—o0 k—o00

O

(b) Angenommen Y, (—1)"a, konvergiert. Bezeichne etwa a := >~ | (—1)"a,, den Reihenwert. Fiir

die 2N-te Partialsumme gilt

=

2N N-1 N—-1

N
Z(—l)"an = Z(—1)2k+1a2k+1 + Z(—l)%a% = % - % Z 2%

n=1 k=0 k=1 k=1 k=0

DN | =

und folglich
N—1

SRR NEIAES W

n=1

?r\»—'

Mit der geometrischen Reihe ist dann

=1 4
272 =3

l
k=0 4

Nach Annahme ist > > | (—1)"a,, konvergent. Dann ist also auch )~ | 1 konvergent (gegen 3 +2a).
Aber nach Beispiel 5.3 des Skriptes ist > -, k divergent (harmonische Reihe). Also muss die

o0
n=1

Annahme verworfen werden — > "7 (—1)"a,, ist divergent.

O
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(c) Die Folge (a,) ist nicht monoton fallend. Wegen 22% > 1+ 2k > k + 1 ist

1 1
a2k+1 = 22k+1 2k n 2 A2k+2

fiir jedes k € N.

Aufgabe 3 (Ubung):
Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz.

(o) 3 o0
(2) ZW’ Zk(k
k=0 k=2
PR S VAL = im (1
@ e (@ ;m(l =)
s n n+1
© Yoyt

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:

(a) Behauptung: Die Reihe Z
k=0

konvergiert und hat den Wert %.

3 3/1\"
5k 5\5) ¢

5k+1

Beweis: Wir schreiben

Dies ist eine geometrische Reihe mit Quotienten ¢ = % Die N-te Partialsumme lautet

3B -1 (-0

k=0

a (1/5)N*1 — 0 fiir N — oo folgt

(b) Behauptung: Die Reihe Z

n=2

—— konvergiert und hat den Wert 1.
n(n —1)
Beweis: Partialbruchzerlegung ergibt

1 1 1
n(n—1) n-1 n’

Die N-te Partialsumme ist daher

Somit gilt

(¢) Behauptung: Die Reihe > ((—1)" VT konvergiert, aber konvergiert nicht absolut.

n+1
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Beweis: Wir definieren die Folge (a,,) durch a,, = (—1)"nJr1 fiir alle n € Ny. Wir zeigen zunéchst

die Konvergenz der Reihe Y °7 | a,, mit Hilfe des Leibniz-Kriteriums. Die Folge (a,)5; ist al-
ternierend, und es gilt

n=1

1
|an| = ‘/HS@: N
n+1 n Vn

Auflerdem gilt fiir alle n € N

lant1]  Vn+1 n4+1  [(n+1)(n+1)2 \/n3—|—3n2—|—3n+1<\/n3—|—3n2—|—3n+n
lan]  n+2  Vn o n(n + 2)2 n3 +4n? 4+ 4n n3 4+ 4n? + 4n

In3 4+ 3n2 4+ 4n
frd [—< 1:17
n3 +4n? 4+ 4n <V1

also |an+1| < |ap|. Somit ist (Jay,|)2; eine monoton fallende Nullfolge. Nach dem Leibniz-Kriterium
ist daher die Reihe Y jan =>.0" 1 an = >, ;(—1)"|a,| konvergent.

n=1

Wir zeigen nun, dass die Reihe nicht absolut konvergiert. Schreibe dazu,

N

3

|an|:n—|—1 van+1

Da 27 — 1 fir n — oo, gilt fiir alle n > 1, dass 47 > % Daher haben wir fiir alle n > 1 nun
1 n 11
1 ol = — >
(1) @] Van+1 7 24n

Aus Beispiel 5.12 (1) wissen wir, dass die Reihe >, f divergiert. Wegen der Ungleichung (|1
und dem Minorantenkriterium folgt nun also, dass auch Y-, |a,| divergiert und die Reihe nicht

absolut konvergent ist. O
— i" 1
(d) Behauptung: Die Reihe Z — (1 - 2) konvergiert.
—_— —n n

Beweis: Setze
1 1 n2—-1 1 1
an=—(1-=)|="—"=-——.
n n? n3 n  nd
Offenbar gilt a,, > 0 und a,, — 0 fiir n — co. Setze nun z = ¢. Dann gilt
lz| =i =1 und z# 1.

Da (ay,) eine fallende Nullfolge ist, sind die Voraussetzungen des Abelkriteriums erfillt. Damit

konvergiert die Reihe
o =3 (1-)
n=1

et

-~ divergiert.
n

(e) Behauptung: Die Reihe Z(f

n=1

Beweis: Wir zeigen, dass (—1 )"% keine Nullfolge bildet. Nach Vorlesung kann die Reihe in
diesem Fall nicht konvergieren. Sei dazu n € N. Es gilt:

1n+1 1 n 1 n
:(n—l—) 2<n+ ) :(1—1—) —e fur n — oco.
n n

(n+1)ntt
nn

O

nn

(I
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Aufgabe 4 (Tutorium):

Betrachten Sie die Folge (an)nen = (f—&)neN.

(a) Zeigen Sie anhand der Definition 4.2 fir Konvergenz, dass (a,)nen gegen eine Zahl a € R kon-
vergiert.

(b) Geben Sie zu e = 10719 ein ng(e), so dass |a, — a| < ¢ fiir alle n > ng(e).
Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:

(a) Behauptung: Die Folge (ay,)nen konvergiert gegen a = 2.
Beweis: Sei € > 0 beliebig. Wegen

2 — 1 2 2
lan —a = |21 ol 2o M | o=t <esZ<n+l
n+1 n+1 n+1 n+1 €
gilt |anfa|<€fﬁrallen€Nmitn>2%€. O

(b) Nach Obigem gilt: |a, — a| < ¢ fiir alle n > 2. Also gilt )f—fl - 2‘ < 10719 ab ng = 2-10'°.

Aufgabe 5 (Tutorium):
Seien My, My zwei abzéhlbare Mengen. Zeigen Sie, dass dann auch M; x My abzéhlbar ist.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5:

Die Tatsache, dass N x N abzéhlbar ist, folgt mit dem Vorgehen, mit dem in der Vorlesung gezeigt wurde,
dass QQ abzahlbar ist. Anstatt eine natiurliche Zahl im Zahler und eine im Nenner stehen zu haben, stehen
sie nun als Paar nebeneinander. Kénnen wir nun eine surjektive Abbildung N x N nach M; x M, finden,
dann kénnen wir die beiden Abbildungen verkniipfen um eine surjektive Abbildung von N nach M; x My
zu erhalten. Diese ist wieder surjektiv. Da M; und My abzéhlbar sind, existieren surjektive Abbildungen
f1:N— M; und f5 : N — Ms. Definiere dann

(2) g:NxXN—= My x My, (m,n) = (fi(m), fa(n)).

Diese Abbildung bildet tatsichlich von N x N nach M; x My ab und ist surjektiv, da wir (mq,mo) €
M; x Ms einfach (m,n) so wéhlen, dass fi(m) = m; und fo(n) = my gilt, womit g(m,n) = (my, ms)
gilt. Moglich ist dieses Finden von m und n wegen der Surjektivitat von f; und fs. (]

Aufgabe 6 (Tutorium):
Seien My, My zwei abzéhlbare Mengen. Zeigen Sie, dass dann auch M; U Ms abzéhlbar ist.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6:
Da M; und M abzéhlbar sind, existieren surjektive Abbildungen

fliN—>M17 fQZN—>M2.

Wir kénnen nun eine Abbildung g : N — M; U My definieren, indem wir abwechselnd Elemente aus M;
und M5 nehmen:

f1 (g) , n gerade,

g(n) =
fo (”7“) ,  n ungerade.

Jedes Element aus M; U My erscheint in dieser Sequenz mindestens einmal, da f; und fs surjektiv sind.
Damit ist g surjektiv von N nach M; U M5, und somit ist M; U My abzéihlbar. O
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