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Aufgabe 1 (Ubung):
Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und absolute Konvergenz.

a) ZZO:1(_1)”(2:)7 d) Zi,o:z %('271—1)7
0o n n’ 0 n+4
b) anl(n-‘rl) ’ e) Zn=3 n2—3n+1’
©) Yol (~1)"(1 = /@) mit 0 < a <1, 0 S ()" s~ k)

Hinweise: Definieren Sie fiir b) zunéchst eine geeignete Folge und zeigen Sie zusitzlich, dass die Folge
ap = (1 — %)n gegen é konvergiert. Benutzen Sie fiir ¢) die dritte binomische Formel a™ — b" =

(a—b) 0=t an=1FpF fiir alle a,b € R und alle n € N.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:
a) Sei n € N. Es gilt
)] -2 - T

 (2n—n)ln!  (n))? (Hn .)2 | J Y

n n

Indexshift H;’lzl (TL + .7) .

=11, ™ =T (1 + > > 2",
Hj:lj J=1 Jj=1

Wegen (2™) — 00, ist (ap )nen 1= ((71)”(2,:))716N keine Nullfolge. Nach Satz 5.4 (3) des Skriptes ist
dies aber eine notwendige Bedingung dafiir, dass Y- a,, konvergiert. Also ist > 7, a,, divergent.

- n+1

1 1 n_ n—1 n_ n—1 n_ln—l_ 1 m
n) n N n n _(14—%)7"’ m+1
Lassen wir n gegen unendlich laufen, dann auch m — oco. Somit haben wir (1 + i)m — e und

m
g 1 fir m — oo. Folglich findet man

n+1
b) Wir zeigen zunéchst (1 L ) — % Sei n € N und setze m = n — 1. Dann haben wir

—_

1\" 1 m 1.
1-—) = — — — 1=~ fir m — oo.
n (1+%) m+1 e

Wir definieren nun eine geeignete Folge b,, und finden
n | _ n " _(n+1 1 "
n+1 C\n+1 S \n+1 n+l1
1 n+1 —1
= 1-— - 1- 1 .
n+1 n+1
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n+1 —1
Wegen (1 — %ﬂ) — é und (1 — %ﬂ) — 1 fiir n — oo gilt

limsup b, = lim b,

n—o00 n—0oo

1
=-<1
e

2

Folglich ist Y>>, (#) nach dem Wurzelkriterium (absolut) konvergent

) Fir 0 <a <1lundallen e Ngilt 0 < ¢/a<1und 0 < "*a < 1. Deshalb gilt

Folglich ist (1 — {/a)nen (streng) monoton fallend. Ferner ist lim,, o, {/a = 1. Nach dem Leibniz-
Kriterium ist die alternierende Reihe > (—1)"(1 — {/a) konvergent. Fiir alle , 8 € R und alle
n € N gilt

n—1

(=B)- > a7k gk (1)
k=0

{/a und Umstellen nach « — 3 liefert

an_ﬁn_

Einsetzen von o =1, § =

1-a 1-a 1

-1 - )| =1- {a= > - =0-a) —.

(11 - va) N T
\\,—/

<1

Da die Reihe 37 | 1=% = (1—a)-> 07

= dlvergent ist, liefert das Minorantenkriterium zusammen
mit der obigen Abschétzung, dass Y ( "1 - ¢a ) nicht absolut konvergent ist.

d) Fir n € N sei a,, := m Offenbar ist a,, > 0 und es gilt
! 1-3-5---(2n—1 1 1+1
bn::an-i-l:(n_"' ) (2n ):(n+1). _ rlz
an n! 1-3:5---(2n+1) 2n+1 2+ +

Wegen limsup,, b

n = lim, 0 by, = 3
St TR
n=1 1-3-5-

folgt mit dem Quotientenkriterium, dass die Reihe
pTy (absolut) konvergent ist.

e) Fir alle n > 3 gilt

a = n+4 _ n+4 >£_1>0
—3n+1 nn-3)+1"n%> n—
0
>

und die harmonische Reihe Zoo_

—1 5, ist nach der Vorlesung divergent. Folglich ist auch die Reihe
> m divergent nach dem Minorantenkriterium.

f) Fiir alle n € N gilt

(—1) 1 1 1 I | |[(n+2)—(n+3)] 1 < 1
n+3 n+2 n+3 n+2 | m+3)(n+2) | (n+3)(n+2) " n?
und die Reihe Y7 | n2 ist konvergent nach Vorlesung. Die Reihe > 7 | (—1)" [%4’3 - 7#2} ist nach
dem Majorantenkriterium folglich auch absolut konvergent

Aufgabe 2 (Ubung):

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und bestimmen Sie ggf. den Reihenwert

a) >,

_n__
n=1 (nt)D’

b) 301 Ykmo (i) e
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 2

(i) Sei N € N. Fiir die N-te Partialsumme Sy der Reihe gilt

N Nt 1 N X
Svoo= Zl(n+1 ;[(n+1)!_(n+1)!]zzm_zm

n= n=1 n=1
Indexshift om 1 a1 Telesk 1
ndexshift eleskopsumme
= — 1—— .
IESSIE -
Folglich ist die Reihe konvergent und es gilt: >~ ; ﬁ =limy_0o Sy = 1.

(ii) Sei N € N. Fiir die N-te Partialsumme Sy der Reihe gilt

3 (e =33 () e

[
M=
M:
M
M

n=1 k= =1k=0 n=1 k=0
N n N N n
Binom. 1 1 3 3
. z(m) =z(;) —1+3 (§)
n=1 n=1 n=0

Der zweite Summand ist die N-te Partialsumme der geometrischen Reihe ) ° ;2" mit
0<z= % < 1. Nach Beispiel (1) aus Abschnitt 7.1 des Skriptes ist der Reihenwert der
geometrischen Reihe in diesem Fall L = 4. Also ist die vorliegende Reihe konvergent

und es gilt 3220, S0 (7) 5k = limy soo Sy = —1 4 Y20 0o ()" =3

Aufgabe 3 (Ubung):

Ein Ball wird aus einer endlichen Anfangshéhe h > 0 fallen gelassen. Nach jedem Aufprall erreicht er
nur noch einen konstanten Bruchteil 0 < a < 1 der anfinglichen Hohe. Zeigen Sie, dass die gesamte
vertikale Strecke S, die der Ball bis zum Stillstand zuriicklegt endlich ist und berechnen Sie diese explizit
in Abhéngigkeit von A und «.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:
Die Strecke setzt sich zusammen aus dem anfénglichen Fallweg h, sowie der darauf folgenden Auf- und
Abbewegungen nach jedem Aufkommen auf den Boden. Demnach lésst sich die gesamte Strecke S als

S’:h—l—Qiha”:h—i—tha”

n=1 n=1
schreiben. Da 0 < o < 1 handelt es sich bei der Reihe um eine geometrische Reihe, also Y7, o™ = =
Damit ist die Gesamtstrecke offensichtlich endlich und man erhélt
2 1
S=ny 2 _plte
1-— 1—«a
Aufgabe 4 (Ubung):
a) Zeigen Sie, dass die Reihe
1fi+ifi+i,i+
V2 VB VA VB Ve
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konvergiert, aber die durch Umordnung entstehende Reihe

1+ +—+ +

Sl-
Sl
Sl
Sl-
=l
sl
5-
Sl

divergiert.

b) Zeigen Sie, dass das Cauchyprodukt der konvergenten Reihe aus a) mit sich selbst divergiert.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:

a) Die Reihe

PR N T U T I o S VA < T
V2 V3 VA VB VB = = ' n
konvergiert nach dem Leibnizkriterium, weil (ﬁ)neN eine monoton fallende Nullfolge ist. Fir die
umgeordnete Reihe gilt

O I I —i( SRR 1)(2)
V3 V2 VB VT VA Ve VI Ve T Vin =3 Vin—-1 2n)

n=1

Fiir jedes n € N ist

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
+ — > + — = — = 1-— > 0.
VAIn =3 VAIn—1 V2n  V4n VAn V2n v V2n \/ﬁ( ﬂ) -
Da .7, ﬁ divergiert, ist (1 — %

b) Die konvergente Reihe aus a) kann mittels einer Indexverschiebung als

) > ﬁ eine divergente Minorante fiir die Reihe in .

— (- S (=)
Z N _nz:%\/n—&-l

n=1

geschrieben werden. Sei nun a, = E/_% fir n € Ny. Fiir das Cauchyprodukt Y ¢, der Reihe

oo o an mit sich selbst gilt

" k=0 no Rt k:O\/n—k‘-i-l\/k‘-i-l k:o\/n_k—’_l\/k—’_l'

Mit
1
0<(Va- Vb =a-2/avbtb & Vavh<(a+h)
fiir a,b > 0 folgt

n

- 1 - 1 2
Cn| = > =
fen] ’;J\/n—kJrl\/kJrl kzzt)%("—k+1+k+1) ’;n+2

2 Zl:2(n+1)_2+2/n

Cn+2& n+2  14+2/n

— 2 for n— oco.

Demnach ist (¢;,)nen keine Nullfolge und damit fozo divergent.
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Aufgabe 5 (Tutorium):
Fiir welche « € R bzw. z € C konvergieren die folgenden Reihen?

= 2n+1 1
n=2 n=1

b) 3 en+-D" 20 Dy (z+ 31
n=0 n=1

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5:

a) Setze a, = (iﬁﬁ)lz, x™ fir jedes n > 2. Es gilt

ansa] _ 2n3noL2 2430 5)

|| T2 o1 |z = 2+ 1 |z
fir jedes n > 2. Wir erhalten lim % = |z|. Nach dem Quotientenkriterium konvergiert die
n— oo n
Reihe absolut fiir || < 1 und divergiert fir |x| > 1. Wir miissen nun noch die Punkte x = —1 und
x = 1, untersuchen. Dies liefert die zwei Reihen
oo oo
2n+1 2n +1
S AL e 2L
—12( e
— (n—1) — (n—1)

Die Konvergenz der ersten Reihe wird durch das Leibnizkriterium garantiert, denn es gilt

2n+1 2(n—1)+3 2 3 2 3 2n+3
a, = = = + > =

(n—1)2 (n—-1)2  n-1 (n—l)Q_EJrﬁ nz O

fir jedes n > 2. Die zweite Reihe hingegen divergiert nach dem Minorantenkriterium, da a, >
2n/p? = 2/p fir jedes n > 2 gilt. Insgesamt konvergiert die Reihe konvergiert genau dann, wenn
€[-1,1) gilt.

b) Wir setzen a,, = e®(*+(=D")z2" fiir n € N. Somit ist

Y] = et

Die Folge auf der rechten Seite hat die Hiufungswerte x2 und e?z?, also ist

limsup V/|a,| = e*z2.

n— oo

Nach dem Wurzelkriterium konvergiert die Reihe absolut fiir |z| < e™!, und die Reihe divergiert
fiir [z > e™!

Fiir die ibrigen beiden Punkte 2 = —e~! und z = e~! haben wir

—1+(-D)"

a, =€ also a9, = 1.

Fiir diese x ist (a,,) keine Nullfolge und damit die Reihe divergent. Insgesamt konvergiert die Reihe
1

genau dann, wenn z € (—e~ ! e™1) gilt.
c¢) Fiira, =1+4+...+1 gﬂt offenbar 1 < a,, < n. Wegen {/n —= 1 folgt hieraus {/]a,| —— 1.
Fiir die Reihe Z anz gilt also

n=1

limsup {/|a,z"| = |z|,

n—oo

d.h. die Reihe konvergiert absolut fiir |z| < 1 und divergiert fiir |2| > 1. Fur |z| = 1 konvergiert die

n— oo

Reihe nicht, denn dann gilt |a,2"| = a,, —— o0, d.h. die Reihenglieder konvergieren nicht gegen
0.

Konvergenz der Reihe liegt also genau fiir |z| < 1 vor.
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d) Wir setzen a,, = (Ztl# Dann gilt

| + 3i‘
limsup {/|a,| = hm Sup

Also konvergiert die Reihe fiir |2 + 3i| < 1 und sie divergiert fiir |z + 3i] > 1. Fiir z mit |z + 3i| =1
gilt aulerdem

= [z + 3il

1 .
|an|:ﬁ—>0 fir n — oo,

sodass die Reihe nach Beispiel 5.11 (1) auch fiir |z + 3i| = 1 absolut konvergiert. Also konvergiert
die Reihe genau fir z € C mit |z + 3i|] < 1.

Aufgabe 6 (Tutorium):
Untersuchen Sie die folgenden Reihen jeweils auf Konvergenz und absolute Konvergenz.

a) Yool % mit = € R, d) ol (3(2;?'71”
oo n n? [e’) n—2)2

b) Zn 137 (1 =+ ( 1) ) ) e) Zn:1 %\/#7
o " o Wn— "tUn

¢) Yol o f) YL, Y

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6:

a) Natiirlich ist )2, T +z4n absolut konvergent fiir x = 0. Sei also im Folgenden = # 0. Dann ist
y =22 > 0. Fiir alle n € N gilt
x2n yn 1 1

4n 2n  o—n no n :
I+t 14y y4yn (;) Fym

Ist y =1, so gilt
x2n 1 1 1

1ain (;)"+yn_1"+1n_§
Yy

und folglich ist (ay, )nen = (11%) keine Nullfolge. Nach Satz 5.4 (3) des Skriptes ist dies aber
neN

eine notwendige Bedingung dafiir, dass ) - a,, konvergiert. Also ist Y -
xz e {-1,1}.
Ist y # 1, SOlsty<10der < 1. O.B.d.A. sei y < 1. Dann gilt

nel I +w4n divergent fiir

a? 1 L o

Y
1 + .T4n l n (l)n
G) o G
Die geometrische Reihe Y7 | y™ mit dem Parameter |y| = y < 1 ist konvergent. Weil |a,,| < y™ fiir
alle n € N ausfillt, ist die Reihe Y 7 | a,, (absolut) konvergent nach dem Majorantenkriterium.

n=1

b) Fir n € N gilt

und folglich ist

1 1I\" 1 1\"
limsupb, <limsup-({1+—) == lim (1+ — :E<1_
3 n 3 n 3

n—00 n—00 n—0o0

2

Nach dem Wurzelkriterium ist Y7 | 3 (1 4 & 1) ) (absolut) konvergent.
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)

Sei a,, := i"/n. Die Reihe >_°7 | a,, konvergiert nicht absolut, da

n=1
o 1
lanl = |—| ==  WneN.
n

Sei n = 2k fiir k € N, dann gilt

_ %k _ (=D

“k T 08 T 2k
Sei nun n = 2k + 1 fir k£ € Ny, dann gilt
Z‘2k+1 ) (71)]{‘

R Y ANEE D VAL

Deshalb gilt also nun

= - (D
ZRean—Z T

k=1

n=1
Z Ima, = Z .
n=1 k=0 2k +1
Da beide Folgen (ﬁ) und (ﬁ) monoton fallende Nullfolgen sind, konvergieren beide Reihen nach
dem Leibnitzkriterium und per Definition auch die Reihe Y~ , %
Fir n € N sei a,, := % Offenbar ist a,, > 0 und es gilt
Any1 (2(n+ 1))! (3n)"n!  (2n +2)! n! (3n)™
an B+ D))Hm+D! (20)!  2n)! (n+ D! (3(n+ 1))t
2n+2)(2n+1) (3n)™ _2n+1@n+1) 1 (3n)n+t
B n+1 (3(n+ 1))nt+1 n+1 3n (3(n+1))n+!

4 1+i n n+1_é 1_|_i . 1\t
3 2n n+1 3 2n n+1 '

Ferner ist
4 1 \"" 4
lim sup Gntl) _ i |92 — 20 gim (1 +— ) lim {1— = —
00 an n—oo| a, n—o00 n n—oo n-+1 3e
=1 _1
Ant1 o (2n)!

Dae > 2ist lim sup,,_,

< % < 1. Mit dem Quotientenkriterium, dass die Reihe )~ | Gyl

Qn

(absolut) konvergent ist.

Fiir alle n € N gilt

(Vn—2)? n(l-7)° (1-%)?

an

n? 4+ vnt+1 n?+n?/1+ X n(l—i—\/l—i—n%)

Fir die Klammer im Nenner gilt 14 4/1 + 7%4 <1+ /2 < 3. Fiir den Zéhler gilt ab n > 9

-3 )G ) -

Deshalb folgt a,, > %% fiir fast alle n € N. Die harmonische Reihe Y °7 . L ist divergent also ist

n=1n

folglich auch die Reihe fo:l % divergent nach dem Minorantenkriterium.
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f) Wir zeigen vorbereitend, dass
"Vn+1l< Un
fir alle n > 3. Sei dazu n > 3 beliebig. Es gilt
Wnrl<¥n e n>("Verl) = " (nt+1)n

& n"t > (41"
s n>(—) =(1+=]) .
n n

Nach Definition 4.19 des Skriptes ist lim,, (1 + %)n =e < 3 und ((1 + %)n)neN monoton wach-
send. Damit gilt tatséchlich
1 n
n>3> <1 + )
n

Die Reihenglieder a,, = Y= "YnAT Gind nach Obigem ab n = 3 positiv. Da es bei Konvergenzfra-
gen auf endlich viele Relhengheder nicht ankommt, ist Y-, a,, genau dann konvergent, wenn sie
absolut konvergent ist bzw. wenn Y- . a,, konvergent ist.

fir alle n > 3.

Fiir die N-te Partialsumme Sy der letzten Reihe gilt

N n N 41
s -y Y TREL_ s D
n=3

WE

n=3 n=3 n n=3 n+1
Indeéshift iv: f Z \/ﬁ Teleskopsumme i NJrV1 +1 < L\/g
3 N+1 — 3

n=3

Also ist (Sn) nach oben beschrinkt. Nach Satz 5.4 (1) des Skriptes ist Y 5 a, konvergent. Also
ist die Reihe Y 7, Yn= :rlv 241 (absolut) konvergent.

Aufgabe 7 (Tutorium):

Ein Teilchen fiihrt eine geddmpfte Schwingung aus. In jedem ganzzahligen Zeitschritt n > 2 wird ein Teil
der mechanischen Energie durch Reibung an die Umgebung abgegeben. Der im Zeitintervall [n,n + 1]
verlorene Energiebetrag sei modelliert durch E,, = FEygr, wobei Ey > 0 eine Konstante ist. Stellen
Sie eine Reihe auf, welche die insgesamt abgegebene Energie beschreibt und untersuchen Sie diese auf
Konvergenz.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 7
Die insgesamt abgegebene Energie ist gegeben durch

oo 00 n
Eges = ZEn :EOZ?
n=2 n=2

Wir betrachten die Folge a,, = ;L—: mit n € N. Die Konvergenz ldsst sich mittels dem Wurzelkriterium

iiberpriifen (alternativ auch mit dem Quotientenkriterium), wir haben

n2 op2n

n—o0 " n—oo 2
da lim,,— o n2/" =1 nach Beispiel 4.16 in der Vorlesung. Die Reihe konvergiert also nach dem Wurzelkri-
terium und die vom System insgesamt abgegebene Energie ist endlich.
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